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1.1 函数 
[ 红 习 1.1.1| 求 笋 个 丙 数 表达 式 ; 
0 已 知 Je) = 7 设 户 (z) = 也 {f[ (7(o))….]) (nm 个 月. 求 灰 (e)，( 南 京 邮电 大 学 等 


(2) 设 7(z) = 521， 试 证 明 了 [7(a)] = =, 并 求 [二 |. 
解答 . (1) 由 数学 归纳 法 易 知 fs(z) = 2 
V 十 多 立 : 


(2) 直接 代入 得 7(7(m) = m, 了 [7 = 1-=. 


练习 1.1.2 | 是 否 存 在 这 样 的 函数 ， 它 在 区 问 [o,3] 二 每 点 取 有 有限 值 , 在 此 区 问 的 任何 点 的 任意 邻 域内 无 界 ，( 上 海 师范 大 学 ) 
解答 ， 存 在 ， 比 如 7(z) = 人 


mn， zZ= 们 ,rp 人 LEZ+ (mmn)=1mn>0， 
0， me[o,1\aQ. 


练习 1.1.3 | 试 说 明 能 有 无穷 多 个 冰 数 , 其 中 每 个 函数 也 皆 使 得 了 oz 为 及 上 的 恒 等 函 数 ， 
| g(m)， mes(0,oo)， 


解答 ， 对 任意 的 一 一 映射 9 : (0, oo) 一 (-oo,0)， 令 f(z) = 1 0， 站 = 0 


gr-1(z)，me(-oo0). 


练习 1.1.4| 设 7 为 她 上 的 奇 函 数 , f(1) = a, 7(e +2)- fj(e) = f(2)，V zeER. 
(1) 试用 a 表达 fj(2) 和 7(5); 

(2) a 为 何 值 时 ，7(z) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 .( 清 华 大 学 ) 

解答 ，(1) 令 rz = -1 有 7(2) = 7(1) - 7(-1) = 27(1) = 2a. 

(2) 了 以 2 为 周期 全 f(2) = 2a = 0. 


练习 1.1.5| 设 flz) =z 一 [z] ( 即 z 的 小 数 部 分 )，g(z) = tan m, 说 明 这 时 7(z) -9g(z) 为 何不 是 周期 函数 . 类 似 地 f(z) + g(z) 也 
如 此 . 从 而 周期 函数 的 和 与 差 未 必 是 周期 函数 ， 
证 明 ， 设 严 (z) = 7(z) 一 g(z) 以 代为 周期 , 则 
PCD -Po=-o=[oz)>[oaa7- 四 -tan7=T-o (re(o 了 )= 并 <tan7)， 


( 双 蚀 效应 ) 设 是 R 上 的 实 瑚 数 ， 的 图像 以 直线 = = 日 和 m = e (b 关 oj) 分 别 作为 其 对 称 轴 ， 试 证 了 必 为 周期 和 数 ， 


再 谓 其 为 35 一 c|- 
证 明 。 不 妨 设 5 > ec. 根据 对 称 点 上 函数 值 相同 , 我 们 有 
已 一 下 = 七 
了 十 四 一 了 一直 一 一 斤 昌 一 了 (2b 一 芭 | 二 fl25- 人 = fl2c 下 2 20 上 = 让. 


c 一 z=t 


fle+z) = fc 一 z) 一 人 (长 一 了 (2c 一 划 


设 六 是 及 上 的 奇 函 数 ,并 且 以 直线 m = a (a z 0) 作为 对 称 轴 ， 试 证 了 必 为 周期 函数 并 求 其 周期 . 
证 明 ， 
jlz) = J(2a -四 (7 以 为 对 称 轴 
= -flz 一 2a) (7 是 奇 函 数 ) ， 


用 z-2a 代 替 z 得 flz-2a)=-flz-4a), 因此 , flz) = -flz 一 2a) = flz 一 4a)， 这 表明 了 是 以 4|a| 为 周期 的 周期 函数 ， 


设 fta) 是 及 上 以 开 为 周期 的 周期 函数 (T > 0)， 且 了 在 [0,T] 上 严格 单调 ， 武 证 7(z2) 不 可 能 是 周期 函数 . 
证 一 全 广 在 [o,T] 上 严格 单调 知 了 是 了 的 最 小 正 周 期 . 用 反 证 法 证 明 愿 目 . 若 7(z2) 也 是 周期 函数 , 设 其 以 mi > 0 为 周期 ， 则 


7((e+ 隐 )2 = J(z2)，Yme 下 . 


(2) = fj(0) 一 meZH st 宇 =mT 一 厂 =VmT 


J((Vm+DT+T VD = 7(m+DTI) 
一 fm+DT+2Vmm+DT+mT)= 7f() 
一 JWVmm+DT) = 700) 
一 REZ+，st. 2Wm(m+DT = KT 


一 4rm(mm 十 1) 一 R2 

2 
一 全 人数 ,mtm+D = ( 
一 ml(rm + I) 是 完全 平方 数 . 


这 与 
ma <m(m+1l) <(m+1D2 一 mm 人 + 不 是 完全 平方 数 


矛 质 . 故 有 结论 . 
证 明确 界 的 关系 式 : | 
(1) 叙述 数 集 A 的 上 确 界定 义 ， 并 证 明 : 对 于 任意 有 界 数 列 {zn}，{yn},， 总 有 
sup {zn 二 am} < sup{zn} + sup {ynji 


(2) 设 4, 已 是 西 个 由 非 负 数组 成 的 任何 数 集 ,， 试 证 


supz'supy 一 SUP TV 
TEA VE 互 人 


(北京 科技 大 学 ) 


证 明 。 (1) 对 Y m， 
xn +ayn < sup {zn} +sup{fyn)}. 


这 表明 sup {zn} + sup {yn} 是 =n + yn 的 上 界 , 而 
sup {zn + bn} < sup {zn} + sup {yn] 


(2) 对 vVze4， 3eE 巨 ,有 


0<m<xsupzr，0<y<supy. 
mA 3 至 


0< 和 cy 和 supz'.supy. 
meA VE 瑟 


于 是 
sup zy 入 supT .supy. 


mEA =EeA 3E 电 
YE 巨 


另 一 方面 , 对 ve> 0， 


30<a'eA， st.z'> supz 一 Ei 
mEA 


30 芝 隶 e 吾 ， st. > supy 一 E. 


VE 下 
而 
sup za > zy/ > (sepa 一 =) supy 一 <|. 
AL mmEA yeE 瑟 
ye 也 
令 = 一 0+, 得 
sup zy > z'uy' > supz .supy- 
FE 人- zeE4 VE 
3E 瑟 


试 证 : 若 za _，+oo (mn -oo), 则 {en} 必 达 到 下 确 界 ( 即 存在 mm E RN 使 得 =m = inf {rn])。 (武汉 大 学 ) 
证 明 . 由 im mn 一 十 oo 知 
3 N，st. 中 > 太一 mn 二 ZL 
于 是 
am smin fo vaN} 


就 是 {en} 的 下 确 界 - 


设 方 9 是 屋 上 的 实 函 数 ， 且 


T(z+ 臣 +)=27(z)g(y)，Yrm,yERR. 


在 及 上 f(z) 不 恒 等 于 零 , 但 有 界 . 试 证 : |g(y)| < 工 (Y ye 及). 
证 明 ， 由 了 =#= 0 及 了 有 界 知 


RM 呈 sup|f(z)ls (0,oo). 
ZER 


Ye>0, 3zreseR， st. RM 一 <e<|flce)| < RMT. 


2M > |f(ze+al+|f(ze 一 2 人 1 > flze+a)+yfee 一 相 
= 237(=e)l .lg(o)| > 2(M 一 e)lg(z)、 
令 = 一 0o+ 得 1I>|9()| (YER). 


3 口 J 


设 了 是 闭 区 间 fa, 避 上 的 增 函 数 ( 指 Y za < za : a < ma < za < b 有 flza) < jy(za)) (但 不 定 连 续 )， 如 果 
Ta] > oa 了] < b 试 证 ; 
3 zo s [a, 避 ，st. 7(zo) = zo， (山东 大 学 ) 


证 明 。 设 4 = {a es [a, 可 ;flz) > 四 j. 则 由 7(a) > a 知 4 非 空 ; 由 Ac [a, 避 知 A 有 上 界 . 据 确 界 原理 ,mo sf sup 4 存在 . 往 


用 反 证 法 证 了 (=o) = zxo， 而 证 得 结论 . 
若 yo sf(zo) > mo, 则 由 了 递增 知 


了 (yo) = 7(f(zo) > f(mo) = yo 一 yosA 一 yo<supA= mo， 


这 与 假设 yo > zzo 矛 后 . 
菩 yo < zo, 则 由 上 确 界 定义 及 了 递增 知 


3 coileA， st, yo < 和 mo 一 了 (ci) sf(co)， 


zcs4 一 了 lm)>ml>3o=7ro) 
矛盾 - 
练习 1.1.13| 设 flae) 在 [0,1] 上 7(0) > 0, 7(1) < 工 试 证 : 3 wo e (0,1)， 使 得 j(zo) = =8 (福建 师范 大 学 ) 
证 明 ， 设 4A ssE {z e [0,1]i 7(z) > z2}, 则 由 7(0) > 0 知 0e 4, A 非 空 ; 由 Ac [0,1] 知 4 有 界 . 据 确 界 原 再, mo 4 supA 存 


在 . 往 用 反 证 法 证 明 f(zo) = ma 
若 yo asf flao) > zz 则 V36 > ro, 而 由 了 递增 知 


T(V8) > f(zo) = yo = (V 了 0 

一 vV 机 <A4 

一 V3o 和 supA= To 

一 yo<aza. 
这 与 假设 yo > za 了 矛 后 . 

若 yo = flzo) < z8, 则 V6 < mo. 由 上 确 界 定义 及 了 递增 知 
3azle4, st.Va6< al <azo 一 (zl)<co). 

这 又 与 


zieA 一 flzo)=yo<m<f(ci) 
矛盾. 


1.2 ”用 定义 证 明 极 限 的 存在 性 
CD 己 知 1 on = wm 求 正 Ji 3 3 (武汉 大 学 哈 尔 洗 工 业 大 大 汐 ) 
(2) 用 = 一 5 语言 证 明 lim 工 = 1，( 清 华 大 学 ) 
证 明 。 (1) 若 a = 0, 则 由 jin mn = 0 知 
ve>o03jN>0， s 世 > 人 一 |znl < 全 全 135n| < 


这 表明 im em = . 
若 a 关 0, 则 由 [人 
0<135r- 加 | 号 


0 
ip 瑟 十 了 P 呈 a 二 十 QS 


lem 一 圳 


及 夹 逼 原理 知 im 85r = 3， 
(2)Ye>0356= 寺 min{le)>0， St 


沪 
-<5= 上 - 二 -5 
外 


[ 夭 习 1.2.2 用 e- 人 方法 证 同 mm Im 

练 12.2 - 六 认 证 明 : 1) lm SF = 1 2) lim msgm 到 和 

: um 5 而” 
和 和 Jam nsa (9l < 1 3) Jim 5 一 0. 


风光 


一 0 (一 o)， 


32) 巾 极限 定义 知 lim zn = 0 > 1i 
mn Jim rn -= 0. 而 仅 需 证 明 jjm_nalal” = 0. 设 9 工 二 (c > 0， 则 妆 证 
三 < T23 是 T3 一 青 mm3 
GT+ar ”Cao asmm 二 Im 一 2 一 3) 


粳 1 
= 型 


国有 “GE 和 3 
和 
二 


3) 由 对 数 不 等 式 ( 书 第 8 页 )， 


练习 1.2.3| 设 lim an -= a, 试用 = 一 和 方法 证 明 : 和 著 


al 十 2a2 十 '… 士 了.Gm 
pn = 一 一 一 一 一 一 ， 


工 十 2 十 ,十 隐 


中 四 
则 im mn = oa， 


证 明 ， 当 a= 0 时 ,由 lim an =0 知 
训 
ve>o,3aNi>0， sm Ni 一 lanl< 了 


对 上 述 Ni, 由 lim ICNat+DM -0 和 
让 


si 


克 ( 人 十 1 员 
于 是 当 半 > I 时 ， 
呈 二 十 Tarn|+ [二 了 EN 
人 人 | 二 +2+.… 二 对 | 工 二 2 十 … 十 也 
al(Na +1)AM (Vi 十 1) 二 … 十 叶 
么 max |ai 计 
mn 人 (7 二 1I) 1 + 2 十 ,… 十 及 Na+l1<i<m 
二 =E 
从 水 二 名 


这 表 蕊 jin mn 一 0， 
当 吕 关 0 时 , 设 bn = an 一 a 则 jimbn 一 0 巾 己 证 知 


ba 十 2b2 十 '… 十 了 bm al 十 2a2 十 -… 十 人 anm 
0 = lim = lim 一 q- 
2 工 十 2 十 ,十 全 mo 1 工 十 2 十 .… 十 于 
凹 cos 尺 
练习 1.2.4| 设 mn = 》 Ti, 试 让 {zn) 收 化 ， 
/名 RE 一 DT) 
证 明 ， 由 
马 Cos 大 
mm 一 mm| 一 本 
aa 一 习 
们 
关 六 ,= 于 = 
RER 一 1 姥 7 
过 竺 二 帮 (m > 了 0 一 oo) 
交 


及 Cauchy 收 委 准则 知 {zn} 收敛， 


则 im 衬 = 0，( 首 都 师范 大 学 ) 


证 明 ， 可 认 al. +an at+' +an-l ,于 一 工 
lim 一 = lim 喷 
AD 到 mo 到 二 1 刀 
十 Qn 一 见 一 工 
这 mn-1 lim 王 一 
人 -0 作 人 一 加 和 三 诗 nm 一 0 人 刀 


3 
mm ( 工 十 G) 


一 入 
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练习 1.2.6] 设 on > 0 (mn = 42)…) 且 3C> om<am 时 an < Cam 已 知 {an} 中 存在 子 序列 fana} 一 0， 试 证 : 
Jim an = 0- (武汉 大 学 ) 
证 明 ， 由 泪 m anx 一 0 知 


ve>0 aNm>ostk>Nmn=0<an< 霹 . 


取 N = mm 则 当 m > 六 叶 ， 


0 < an 和 Cam = Canml < E， 


这 表明 lim an = 0. 
0D 


练习 1.2.7 放 zn -1+ 斋 + 天 + 和 + , 正 Cn 发 改 ， 
证 明 . 由 


及 Cauchy 收敛 准则 知 {zn} 发 散 . 


练习 1.2.8 | 判断 题 : 设 fan} 是 一 个 数列 , 若 在 任 一 子 序列 {fank} 中 均 存在 收敛 的 子 列 《ankv }， 则 (an} 必 为 收 伍 数列 (北京 大 学 ) 
入 艾 。 儿 次 ， 比 如 


_ 人 0， 一 是 有 有 数 
1， 盖 是 代数 “ 


则 对 任 一 子 序列 {ank]}, 必 有 无 穷 多 项 为 0 或 无 穷 多 项 为 1, 而 有 收敛 子 列 , 但 {fan} 发 履 ， 


练习 1.2.9| 设 {an] 为 单调 递增 数列 ，{ank} c {an} 为 其 一 个 子 列 , 若 im an 一品 试 证 lim, an 一 a. (华中 师范 大 学 ) 
证 明 .。 由 fankx} 递增 知 lim ank = a = supank， 而 
天 一 oo 蕊 
Ye>0,3 玫 >0， st 大 > 下 一 aa 一 <<ank 过 Q- 
取 N = mk, 则 当 m> N 时 , 3 mm > 玫 ，s.t. mm 所 见 < mm+l, 而 


GEe<anm 和 an 和 anmni 和 a 一 |an 一 al <E. 
这 表明 lim an = a. 
了 一 


练习 1.2.10| 设 {fzn} 是 一 个 无 界 数列 , 但 非 无 劣 大 量 , 证 明 : 存在 两 个 子 列 ， 一 个 是 无 穷 大 量 , 另 一 个 是 收敛 子 列 .( 喻 尔 滨 工 业 大 学 ) 
证 明 。 由 {zn} 无 界 知 V ma > 1, {znj}3_wm 也 无 界 , 于 是 
六 mm 1 YARME> 0 mm>m，st. |mn| > RM 


3 mn2 > ml 十 1，s.t. |znz| > 2 如 此 一 直 做 下 去 得 


取 mm=1M=1l 而 3ma>1lst.lzaal>13 取 mm=mni+l RM=2, 而 
mk us 且 |znk| > K. 这 表明 {fznk} 是 无 穷 大 量 . 
由 {zn} 非 无 穷 大 量 知 


3 M > 0, Vm>1， 3mm >m，st. |rzn| < RM 
取 呈 = 1 而 3ma > 1， st. |zna| < AM4; 取 ? = mil+l, 而 3ma2 >ml+l st lmznaz| 和 RM 如 此 一 直 做 下 去 得 mk , 且 |rnk| < AM 
据 Weierstrass 聚 点 定理 ，{mnk} 有 一 收 公子 列 〈 也 是 {zn] 的 子 列 ) {znkr } 收 倒 。 


练习 1.2.11] 设 琢 数 flz),g(z) 在 0 的 某 个 邻 域 里 有 定义 g(z) > 0 2 11 卫 当 站 四 时 ,amn 芭 0 (m = 了 2 
亦 即 Ye > 0, 3 Ne) > 0, 当 员 > N(e) 时 , 一 切 mm = 1 2…… nm; 都 有 |amn| < 5 另 设 amn 关 0. 试 证 


JJ 交 Ten = lm oem， 外 
TTz 一 了 mm 一 】 
当 右 出 极限 存在 时 成 立 ， _ 
证 明 ， 设 (1) 之 右 端 极限 lim。2 9(amn) = 4 则 


mL 一 工 


全 
3M >0， st. 刀 >1 一 0< 六 g(amn) 和 Ri 


7m= 工 


VE>0,3Ni>0stmn>NNa 一 云 末 


gog(amn) -4 
mm 一 工 


由 lim 工 ) 
0 


机 一 1 知 


365> 0， st. |z| < 


又 由 amm 二 0 ( 当 呈 一 oo, 关于 mm = 1 2 一致) 知 


3 az > 0， 


因此 , 当 m > JV2 叶 ， 
了 (amn) _ 


g(amn) 


取 N = max {Na, Na 则 当 m > N 叶 ， 


st, 交 > Na 一 |amn| < 6 (mm 


F(z) 二 半 
5 = 培 - 直 < 这 


= 1, 2…… 用 ) 


二 < 膏 (m = 1,2，…，m)， 


flamnr) _ :] amm) 十 二 atomn) -4 
宇 remm- 让- 此 二 [ 纶 当 -jremn 了 oem 
Eee = 。 
和 SuP famn) _ 中 吕 g(amm) 十 六 oomm- 才 
1<m<m Se RE mm=1 
< 
到 7 Rd 十 一 已 
故 丰 结 论 ， 
练习 1.2.12 | 证 明 
员 - 吕 二 
3 1 本 0 
如 立 ( 总 + 训 - 相 -下 太一 
衬 一 工 = 工 
并 求 
im 六 ca 及 + 训 -1 oo>0) 
证 明 。 设 ain = 总 工 十 疡 一 1, 则 
。 8 
i 到 
1+ 严 = (+ ain)2 = 工 +3ain 十 3o3 + oa 一 到 = oain+o 和 + 一 名 
3 
设 flz) = z, g(z) = + zz2 十 霉 则 
Flz) 
5 1， g(ain) 一 3 
又 由 
(1 向 志 ) 和 过 芝 
0 < ain 一 可 么 5 人 (mn 一 oo) 
(1+ 高) + (+ 声 ) 4 洒 
知 ain 写 0 (mn 一 oo, 关于 = 1 ,一 致 )， 据 练习 1.2.11 知 
妃 本 人 人 TL 
lim 1 坏 -1 = lim 》 (ain)] = lim ain) 一 1 过 
Ji 王八 】 j 咕 in) 一 Jim 和 3 | 包 
1 mm+l) _ 1 
= lim -一 二 党 
7 一 站 3m2 2 6 
最 后 ， 
lim 址 < 和- 吉 -= xp| lim in| 坟 + 上 
4 上 = exp | im + 击 j -1=exp|ime|= os 


1.3 “ 求 极限 值 的 若干 方法 


(北京 航空 航天 大 学 ， 中 国 科学 技术 大 学 ) 


解答 ， 
He- 


二 = 站 全 -2 和-TT( 生 二 和 
本 人 R-2、 大 
三 本 , 昌 2 生 浊 0 人 一 1 帮 十 1 
223344 和 
了 狼 十 II 工 
人 人 一 op) 


练习 1.3.2| 证 昕 Vieta 公式 : 


汉人 了 庄 | 全 。， 虑 过: 光 
7 V3VE+r32V3 NE+AE+3V2 
证 明 ， 当 0 < 8 < m 时 , 由 二 倍 朋 公式 
8 WE 
cos 二 一 一 一 
2 瑟 
知 
下 要 革 “< 音 - 到 
cos 工 = | 过 站 1 二 未 二 pea 荆 吉 旭 
4 2 引 ， 
ER 二 二 工 + 工 代 
16 汪 ， 竹 8 2 人 
因此 ，(2) 之 右 端 
全 1 
= 人 sm -aa -2 
0 2k T/2 开 


这 里 最 后 一 步 利用 了 书 第 34 页 例 1.3.2 1) 之 结 ] 


求 lm (本 本 双 (abe > 0)，( 东 北 师范 大 学 ) 


解答 由 工 'Hospital 法 则 知 
工 工 主 下 十 bm 十 cm 
上 说 十 b 苹 十 c 区 ln 2 二 二 
原 极限 = exp | jia wla | = exp 攻 | 
也 一 0D 3 一 0 名 
1 aina+bmlnb+cnlnec 
| 隐 EEETEET 册 者 3 
人 
lna+inb+incl 9 

一 exp 人 = Yabc- 


练习 1.3.,4| 求 lim (cos 卫 + 和 Asin 二 ) (= 基 0). 
解答 


0 二 和 Asin tr) 
一 exp 1 


| 
| 
| 一 msin tm 十 Xm cos 笃 | 
| 


半 
tcos 志 十 Asin 如 


求 _im lcos VZ. 


解答 . 
Ji 旭 cos VE = exP [mov 
1 上 
-ea 
二 (二 sin 六 | 
-ae- 
- ,er 本 中 师范 大 学 ) 
练习 1.3.6 水 (二 + 二 ( 华 
解答 .由 加 
mm 人 (7 十 I) 忆 及 _ 工 
< 忆 二 THE< 册 而 1 2 
赤 
及 夹 逼 原理 知 原 极限 一 元 
1 5 ) (湖北 大 学 ) 
练习 1.3.7 求 Jm, (Re- 二 本 
解答 ， 由 ， 国 
导 工 了 
1 呈 < = 


及 夹道 原 理 知 


拉 
工 
一 圭 

J 忆 7 
于 是 

工 工 

本 一 下 二 
原 极 限 - 2 jin 了 7 二 已 二 


练习 1.3.8| 设 ffz) 在 王 1, 了 上 连续 . 求 


li 


一 0 3m 一 工 
(华中 师范 大 学 ) 
解答 . 由 
3 5 严 一 工 
lm 红 +t 工 -1= im 本 
t*0 吉 z 一 0 mln3 
知 
了 ein 工 sinm 了 (0) 
2 :2 要 ， 
原 极限 = Jiz zln3 了 总 3ln3 
练习 1.3.9| 设 极限 lim(al + az 二 十 om) 存在 , 试 求 
浊 
1) im 元 (aa 十 2az 十 十 man)j 
2) limu(nlaa .az 于 - 
人 
解答 .1) 设 Sn = 》 ak, 则 lim Sn = 5 存在 . 据 书 第 15 页 例 1. 2 2) 的 结果 知 
天 = 工 
1 严 证 
工 kaks= 二 》 RSke 一 Sk 1) (So=0) 
本 忆 全 馆 2 
诊 位 如 一 工 
= 二 | RSk 一 吧 e+asl (一 工 一 外 
中 |LR=1 i=0 
工 侈 一 工 
= 三 | 室 (-sx) :so| 
寻 | R=1 
了 mm 一 1 
= 喜 
作 即 - 工 名 
一 5S-S=0 (一 o) 
2) 由 
0 和 (nlai.a2…… am) 去 = (al .2a2,…… man ) 普 
al 十 2a2 十 … 十 了 0Qn 
亿 


一 0 忆 一 o) 


及 夹 禹 原理 知 原 极限 = 0 


练习 1.3.10| 设 4 = max{faiyaz,…，am}， ak > 0 (= 1,2…… ,mh), 求 


lim WaE + a 了 十 ,十 aq 了- 


in 
作 一 00 


《陕西 师范 大 学 ) 
解答 .由 
A< 硬 二 三 寺 0 和 mA 一 A 人 一 o) 
及 夹 通 原 理 知 原 极限 = AA. 
求 lim &1+ 2 sin” am， (内 蒙古 大 学 ) 
解答 ， 设 2sinz = a, 则 当 ao < -1 时 , 可 设 避 = -aa > 1 而 


不 二 本 王 1 十 (一 1”b” 一 


日 
刀 = 2K 
亏本 +1(Ry1I) 


(+ an) 坦 
> 书 见 = 2k，( 天 = 1)2)…) 


2 2k 十 1L 
| + < 一 二 2RHIT(y>1) 
大 
1 工 十 b2k > b2K， 寻 一 2k， (一 1 2 …) 


， 
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故 in(L + am) 去 不 存在 ， 
当 吕 = -I 时, 由 


位 某国 必 大 和 三 2 下 和 全 二 本 12 
2mr，m=2k (k=12) 
ER 
知 Jimm(1l + am") 六 也 不 存在 ， 
当 -< 和 工时 人 二 on 二 一 位 +9 二 
当 a= 工 时 ，lim (1 + anm) 去 


= 1 
wm 
寺 


从 
IN 
刘 j” 
虽 
和 苍 
许 
汉 
他 
本 
日 
攻 
了 
1 
8 


当 a>1L 时 ,由 as<s(1I+oan) 
综 上 , 我 们 可 以 总 结 如 下 : 
不 存在 ， -1 < sinm < 一直 
和 STR 
,im IT+2nsin "me 1 -到 < sinm < 去 
2sinz， 赤 <sinz <1 


zz 一 他 et dt ss 
练习 1.3.12| 求 limg 一 sa0020 (中国 科学 院 ) 


解答 . 
一 人 et dt 一 ae _2mea2 
原 极限 = lim 1 
0 2 2m xz 一 0 6m2 m0 120m 6 


1 


区 可 工 3.13| 计算 .He (于 玫 ) 介 > 0 ez， 人 和 学 了 


解答 . _ 
原 极 限 -exp| lim. 3 全 本 也) 
驯 一 十 oo 了 沱 Ga 一 工 
ws | lim 二 Inz+Iina" 一 1)-In(a 一 3] 
2 
1 amrlna 
-exp| (+ 旦 记 人 | (Hospital 站 则 
本 exp[0] = 1， 0<a<L 
”1 explinal=a，a>1 
:sysz， <o 
练习 1.3.14| 若 flz) = 4 5， 了 一 0 . 求 limg 7(z) (上 海 工 业 大 学 ) 
墅 上 芝 ， 运 吉 前 
解答 ， 由 
工 一 cosm | Sin 了 工 
= 
2 
lim_ jy(z) = lim Jeost 和 业 _ lim sinaz -=0#5= 了 (0) 


了 一 0+ 2 一 0 十 人 了 一 0 十 


知 Ji 了 (z) 不 存在 . 


练习 1.3.15| 求 _lim。 (ms 号- 55 一 西 )，( 华 中 师范 大 学 ) 
解答 . 
81+ 去 一 由 1 一 去 
下 


86 + 二 4- 动 ] 


因 工 
(rasranege 中 值 定理 : 工 一 反 受 te < 工 + 纪 


上 
站 


原 极限 


人 
呈 


证 明 : 当 0 < 类 < 工时 ， 


及 炎 通 原理 知 原 极限 = 0. 


练习 1.3.17| lim(2 - mon 村 ，( 浙 江 大 学 ) 


解答 . 


原 极 限 = exp 民 至 .ln(2 一 可 | 


二 
cos 瑟 - 


ET 


-at (L 一 m = 有 
了 


=e 和 (IntL+ 旧 一 白 sint~ 白 他 一 90) 


练习 1.3.18| 己 知 im 王 5 一 2 求 wm5 (国防 科技 大 学 ) 


一 2 二 2 
解答 . = 
2 
2 十 Tb 2 天 9=250=0 
一 2 02 一 一 2 
于 是 
az2+az+pbp 一 0 1; az2+az+b-(4 二 24 十 
站 前 
z 一 2 ”zz2 一 2 一 2 一 2 z2 一 一 2 
一 一 到 4 十 @ 
_ im 开 -4+ae- 引 - Himz+272= 一 5， 
za-2 (zz 一 2)(z+Dl) zz 一 2 人 十 工 3 


这 表明 = 2, 而 口 = 一 8. 
解答 . 1 
原 极限 = lim_ <? (人 十 (3 引 - 耻 
下 区 开 
 GL+H 二 GL 一 二 一 2 ( 3 
= lim 一 ”一 一 一 去 = 二 
一"O 十 t 友 全 
和 8GL 上 + 提 - 生 一 一代 一 切 -和 


一 0 十 2t 
1 (1 十 上 -一 人 一 二 
人 


外 
1 


8 tt 一 0+ 天 

工 3 邯 3 了 
二 二 | 人 二 
二 im [+ 人 一 (一 ] 
二 引 

2 


求 _lnp_Ginv5T 工 -sinv 加 ， (区 汉 大 区) 
解答 . 
原 极限 - _limu cosem (VzTI-v 回 (VE< 细 <Vvm+- 
二 
= 
=0 (有 界 量 乘 以 无 穷 小 量 还 是 无 盆 小 量 ) 


设 了 是 及 上 的 可 微 数 ， limn 了 (z) = A > 0， 试 证 ; 
Lyn 
证 明 ， 由 lim f(z)=4>0 知 
耿 一 十 oo 
ax>o stz>X=iram-Al< 和 -Ya> 生 


-7 四 -100+ 人 rd>y7cO+Se- 六 )， 


令 一 +oc 得 limu ya) 一 十 op。 
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练习 1.3.22| 设 了 是 及 上 的 可 微 函数 ， im (z) = 0, 试 证 ， 
证 明 . 这 是 工 ;Hospital 法 则 的 结论 .也 可 以 下 接 证 明 如 下 . 由 nn 更 人 ) =0 和 


Ye>o0,3Xa>0， st > Xa 一 fn < 三. 


下 0 知 


对 上 述 Xa > 0, 由 Hp 


习 X > Xi， st.m>X 一 < 节 
加 
于 是 当 z > 藉 时 ， 
| 型 | 区 17(CXail+1f(z) 一 了 (XI1) 
了 
二 


sl .PE OK < 名 < 四 


练习 1.3.23 | =n > 0，im mn = 0, 试 证 : 
工 
1) 如 (。 ) = 0; 


1 


1 
2) 1lim 池 (站 > | 一 0. 
书生 15 


半 一 20 天 并 


证 明 ， 1) 由 
革 
半 ml 十 … 十 in 

-= (下 >) < 一 0 (mn 一 oo). 


2) 由 im mn = 0 知 
Ve> 0， 3i1> 0，s.t， mi 一 0<i<E， 


而 
def 
注意 到 bi \, 我 们 有 
于 是 lim b = 0. 由 
计 o 


>I Ni 


1 2 
也 到 呈 和 ba 十 ,… 十 bnm+l 
本 辣 
0 < sup ( = 三 人 人 can] 什 wo] 过 


即 知 ,lin sup 全 ax] = 0. 


ol Ni-I 

练习 1.3.24 亲王 风 半 > 四 玫 > 现 > 和 十 玫 二 po 人 
三 
FF(z) = (plag 十 paa 轩 十 … 十 Pnah) 王 ， 


试 先 证 听 ; 
1) an 和 下 (m) < ali 
2) _lim 下 (z) = a?La82 ，…a"， 
然后 求 _lim_ 开 (下 )- 
一 士 o 
证 了 明 ， 下 (z) > (P1o 瑟 十 


中 
十 pnag) 坦 = anji 王 (z) 三 (plo 十 十 Pnag)= 一 al- 
册 量 和 一 全 当 外 
ii plaglnal 十 '… 十 Pnaz? ee| 
= exp | lim 页 本 十 十 7 


-exp| 5 


二 ln(play 十 '… 十 arc] 


= exp | lim 业 (ln(piaf 十 '… 十 pna2) 一 Inazi 十 lna3) 
克 一 十 20 史 
了 
上 2 4 ln a 了 3 
网 攻 (人 rm 
-cp 加 人 名 ) ”Nal 


一 Ql。 


类 似 的 , 适 过 加 减 In am， 我 们 得 到 _lim。 下 (z) = 
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1.4 0O. Stolz 公式 
练习 1.4.1| 求 limm mn, 其 中 


1) 设 zn 一 Wi 
习 设 mn = 

四 
解答 - 


了 lnm lnm 
Jim 9 瑟 = exp | | 人 | 2 


一 十 o 吕 


一 exp| lim (L' Hospital 法 则 ) 


人 


ln(n +1l) NA 
二 检 。 人 Stolz 公式 
-ee 


四 高 -omm.( 由 -om 


= exp [ im nm 十 要 = 一 0, 


练习 工 4.3| 求 lim + V3+ 3 二 + 3 三 ，( 华 中 师范 大 学 ) 


磋 一 oo 们 


解答 ， 由 Stolz 公式 ， 


limn im 
练习 1.4.3| 已 知 数列 fcn} 满足 条 件 im(mn 一 zn-2) = 0， 证 明 ，Jim 
证 明 ， 设 


1+v+ 池 +…+ -1 来 2 水 - lim 3 一 十 
亿 用 - 于 


加 二 mn- = 0.( 由 川 大 学 ,国防 科技 大 学 ) 
几 


an = mn 一 cn-2， mr 一 mm 一 nl1) 


则 


Jimuyn=0，0= Jimu(gn 一 yn-1) 一 Jinmu(zn 一 sn 一 2). 


而 由 Stolz 公式 ， 


切 : 2m 一 民 2 刀 一 2 
an 2 = ln 一 一 0， 
寻 一 0oD 27 7 一 0D 号 
。 三 1 一 Z2m 一 1 
乙 2m 十 二 一 lim 2 了 十 人 妆 蝶 
妖 一 020 27 十 工 mo 2 
于 是 
人 mm 一 于 = 本 辫 
衣 : 二 -= lim 一 =0 
人 作 了 一 0 作 


这 里 , 我 们 利用 了 如 下 结论 : 


lim aan =a = lim azn+l 一 lim an 王 Q- 
们 一 四 隐 一 总 人 00 


lim azn =Qa 一 lim a2n+l 
盖 0 全 00 


3 JNi， st. 兄 > Ni 一 |aan 一 al<e 


敌 
一 YE>0， 
3 JV2， st, 寻 > Na 一 |aan+l 一 al<e 
一 Ye>0,3N=max{f2Ni,2Nz+1}，st.m>N 一 Ian 一 al<e 


一 lim an = a- 


上 
练习 1.4.4| 设 lim mn = a. 


E 证 明 : 于 zZ1 十 2r2 二 十 mazm _a. 
1) 若 a 为 有 限 数 , 证 明 二 = 到 

中 1 ZL 十 272 十 … 十 mam ee 

2) 若 a 为 +oo, 证 明 ; 人 (南京 大 学 ) 


证 明 。 不 论 a 为 有 限 数 还 是 +oo, 均 可 以 利用 Stolz 公式 得 到 
in 开 二 2za+…+mnan ii kzk TD 


一 lim E 
5 EC no mn+I nonn+TJ 一 二 Tr 


-最 富 - 于 as 中 
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练习 1.4.5| 证 明 : 若 数列 {anj 收 敏 于 a 且 im 六 二 二 区 0 二 专访 出 


上 碟 一 工 
站 了 Ri pkak 要 
lim_ 二 Rs1LPkeoe 一 东北 师范 大 学 
人 (东北 师范 大 学 ) 
证 明 . 由 Stolz 公式 ， 
，” 荆 Ri pkak pnan | 
人 
记 
练习 1.4.6| 已 知 lim。，》 ak 存在 ，{pk} 为 单调 增加 的 正 数列 ， 用 im pn 一 +o Pntt 芝 Prn 们 一 十 2) 求证 : 
KR=1 7 
十 本 sa 
Jim PLDP202 十 二 Pnon = 0， (北京 师范 大 学 ) 
了 PPm 
寺 
证 明 ， 令 Sn = 2 ak, 则 
了 一 工 
多 四 
pkak = pk(Sk 一 Sk-l) (So 一 0) 
一 1 大 = 工 
TL 他 一 二 
= 》 pkSk 一 多 pitlSi (一 工 一 个 
天 一 1 Yi 一 0 
人 一 工 
= pnSn 十 >》 (pk 一 Pk+1)Sh。 
蚊 一 工 
于 是 据 Stolz 公式 ， 呈 
mat+paaa 上 ,+pnan ， ， pnSn 十 ZR-iOPR 一 Ph+1)Sk 
linm. = lim 
TD Pn 亿 o0 Pnm 


一 pn_i)Sn- 
二 
mo 。 Dm 一 Pn 一 ! 


= lim Sn -lim Sn-1 = 0. 
一 oo 了 0 


练习 1.4.7| 若 0 < 入 < li an > 0, 且 ,lin an = 0 试 证 ; 


lim (an 二 和 on 开 十 和 2an 2 十.… 十 入 ao) 一 
人 一 


证 明 ， 据 Stolz 公式 ， 


呈 了 LoAE-man-R 
5 
原 极限 一 ,im 二 和 
大 =0 
Sm 入 -iai 
_ 1 Ai=0 主 二 大 二 
一 和 和- 诛 公 
入 an Q 
三 NAron -2 ， 
= ,in Xm 二 XGO 工 二 入 
练习 1.4.8 | 求 极限 
TIR+T2R 十 .十 mm 
仿 浊 用 TRTI ; 
IF 十 28 十 十 号 爷 ) 
2 光 二 FEI/ 
加 mk 
1 
< 名 < 几 
一 Li 作 一 上 上 < Sm 
3 大 十 了 上 
1 


lim 人 裔 
mA 天 十 工 
= lim 在 二 2 位 一 人 1 
(R + 1)mnk 
二 二 ji 计 (kgE+1)(m+DR-[(n+1I1)e+l 一 mnh+lil 
及 十 工 no (nm+TDJR 一 m 
1 (e+Dn+D8-[Chane+CRane +， 十 [| 
喧 lim AR 
太 十 工 m 一 oo Cink-T+ +CK 
四 | 
1 
及 十 Im 一 oo CRT+ CR +CRRRET 
EN wa 人 ER 一 1 
二 (+ITK 一 CR 证 这 名 二 IJ n i 冯 攻 
玉 十 工 m 一 部 站 仙 一 690， = 工 人 0 亿 | 
_ 莉 
= 到 


1.5 “ 递 推 形式 的 极限 
练习 己 知 


aa -=vV6，an=V6Tancm=23…) 


试 证 : lim, an 存在 ， 并 求 其 什 ，( 中 国 科技 大 学 , 北京 大 学 ， 哈尔滨 工业 大 学 , 北京 邮电 大 学 等 ) 
证 明 . 本 呈 
天 -一 一 CQGm 一 人】 一 
lan 一 引 =|van-i+6-3| 一 本 CE 


lan-: 一 引 < .< lo 二 引 om 一 o)， 
本 和 3 
练习 1.5.2| 设 
1+2 
al = 1， zn+l = rm (mn 一 1 2)…)， 


工 十 nm 
证 明 ; {zn} 收 伍 , 并 求 im rm， (哈尔滨 工业 大 学 ， 华 中 理工 大 学 等 ) 
工 二 2z 


证 明 。 显然 rn > 1. 设 7(z) = 0 ， 则 
工 工 
(cz) = 一 一 一 入 二 ,2Z>1 
0 网 (1+z)2 47 R 
于 是 ， 
an 一 mn-il = |f(lzn-1) 一 (lzn-a)| = (En)| |zn-l 一 zzn-2 
1 
忒 了 lzn-: 一 mn-2| 么 … 所 了 -zlz2 一 zi 
机 十 万 人 十 了 
n+p 一 mm| 乏 忆 |rk 一 k-1| 么 3 了 lz2 一 1| 
km+1 大 = 并 
厂 
工 工 
< 2》 5lza 一 zll= 了 ac5lz2 一 2 一 0 人 一 oo 
KmH1 
因此 ,{zn} 是 Cauchy 列 , 而 收敛 设 极限 为 c, 则 
I 十 2 号 十 1 
_ 工 +2c V5 (> 
下 十 2 
2 
CC C QQ 
0<e< 一 1， 5 an = 了 + 全 


证 明 : {an} 收 和 分, 并 求 其 极限 . (武汉 大 学 , 华中 师范 大 学 ) 
证 明 . 由 数学 归纳 法 知 0 < an < 1. 又 由 


2 2 
5 人 后 在 二 寺 并 
oo (人 + (和 + 本 ) - 0 


知 anil -an 与 an - an_l 同 号 , 一 直 做 下 去 , 而 与 aa - al > 0 同 号 , 这 表明 {fan} 递增 据 单调 有 界定 理 知 fan} 收敛， 设 极限 为 呈 
则 


2 
+ 瑟 =a=1-VI-ce(0<oes<1， 
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练习 1.5.4| 设 


证 明 {zn} 收敛 , 并 求 其 极限 . (华东 师范 大 学 ) 
证 明 ， 先 用 数学 归纳 法 证 明 0 < mn < a. 于 实 上 0 < ml <ai 若 0<amn<a 则 


思 _ mn 12 
ea 全:G@- 合 )<o| 全 + 凶 )] 二 

再 由 2 一 2 一 全 > 工 知 fen} 递增 ， 据 单调 有 并 定理 为 fen】 收效 ， 设 极限 为 ， 则 
4 (2 中: 


a>0，0<=i<a =ntl=mn(2- 匀 ) 人 二 和 2 


练习 1.5.5| 设 


试 证 {fzn} 收敛 ， 并 求 其 极限 ，( 华 中 理工 大 学 ,厦门 大 学 ， 工程兵 学 院 ) 


工 
z=a>0， mo = 到 (ze+ 志 ) 


证 明 。 由 
工 局 加 la 一 az? 
zn+l= 了 lzn+ 一 |>\/zn 一 =Va 二 
mn 十 于 (= 三 ) 志 Va， rntl 一 mm 一 一 


知 {zn]} 递减 有 下 界 ， 而 收敛 ， 设 极限 为 凡 则 
1 a 
1 了 (+T) 一 1- VE 


rt = yn(2 一 gj 0 < ao < 工 求证 imuym = 二 (下 汉 大 学 ) 
证 明 .。 先 用 数学 归纳 法 证 明 0 < yn < 1. 事实 上 ,0 < yo <31 若 0<ayn<1IL 则 
0 < yn+1 一 ynr(2 一 yn) < [天 二 = 加 | 一 工 
再 由 Zr+1 = 2 一 gm > 工 知 {yn} 递增 . 故 {yn} 收 伊 , 设 极限 为 !， 则 
人 1=12-D) 一 =1 (0<yo<L<1l). 


练习 1.5.7 | 证明: 1) 存在 唯一 的 ce (0,1) 使 得 c = e “; 2) 任 给 ml e (0,1)， 定义 =n+l = en， 则 有 jinmmn 一 o， (中 国人 民 


大 学 ) 
证 明 。 1) 设 fl(z) = z 一 ee 一 , 则 
To) = -1<0<1 一 er = 了 (1 


由 连续 散 数 介 值 定理 , 至 少 存在 一 个 cs (0,1) 使 得 J(c) = 0. 又 fi(z)=1+er=>0, 而 


0<z<c=>flzl)<0，c<z<1>~>fz)>0. 


故 这 个 e 还 是 唯一 的 . 
2) 若 0< zi < c, 则 


等 等 , 我 们 容易 由 数学 归纳 法 得 到 


P2nm-1 <c< 一 了 2m- 


又 
gj=ero -ze=ga=e er -1<0 0<?<3y， 


我 们 有 


an_1 < c < za2n 一 Z2m+l 一 了 2m-1 一 glzazn_i) > 0=g(e) > g(zan) 一 T2n+2 一 2m 


这 说 明 {fzzn_1} 递增 由 上 界 c, {fzznj 递减 有 下 界 c. 故 
lim za2n-1=Q 乞 c 私 了 六 = linm z2m- 
一 0 刀 一 20 


和 

ma2n = ez2n-l 一 er-e nr 已 D 一 er 一 g(=0. 
注意 到 g(c) = 0, g'(z) < 0 (0 < 开 < 1)， 我 们 有 总 = 2- 同 理 , a = c. 故 imzn = cC 
适合 上 述 论证 , 而 也 有 ,Jin mn 一 


车 ec< zi <1, 则 {znjz-2 


车 ma =e 则 mn=c 一 c 人 (一 o9)， 
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2 
练习 1.5.8| 设 =n+l= 工 + 下 


,aa = 2， 证 明 数 列 Ma 收 敏 (北京 师范 大 学 ) 


证 明 ， 易 知 m > 1 一 1<zn<2. 令 fmz)= 工 + 工 2, 骨 
2z 2 1 _L1L 
Yo Ta < 
据 压缩 映像 原理 ( 见 书 第 70 页 定理 ) 即 知 {zn} 收 丝 、 
ozo > 0， 2 
求 im azn。( 武 汉 大 学 ) 
解答 ， 昂 知 交 > 工 一 zn > 2 放 f7la) = 2+ 元， 则 
|P(mJ = 1 一 cr-8l < 2 和 (e > 2). 


据 压缩 映像 原理 〈 见 书 第 70 页 定理 ) 知 ,im zn = ! 存在 , 且 


1-2+ 工 人 二 -21”aa=-2o+l=V>Vv 引 


VL 


=0=anas-2z-1=ac3+zz 一 (zc2+2z+l) 


-e+ 二 下 -汉人 
_1I+V_ -3+v5 
反 记 后 一 人 


求 极限 lim zz (浙江 大 学 ) 
解答 .， 易 知 zn > 1. 由 


ro = 1， zn+1l = 了 (zn) (= 0)12…), 


网 1 1 
地 ol=|5 么 研一 工 
及 压缩 映像 原理 ( 见 书 第 70 页 定理 ) 知 ,lim mn 一 / 存在 设 为 罗 则 
1 十 2 
和 =VvV3(L>1) 


练习 1.5.11| 设 


4 
ua1=3 ?2=3+=-， ?13 一 3 十 3 
3 3+ 委 


如 果 数 列 fun} 收敛 ， 计算 其 极限 , 并 证 明 数列 {un} 收 化 于 上 述 极限 (武汉 大 学 ) 
证 明 。 易 知 wn+l = 了 (un), 其 中 ylz) = 3 十 全 > 3. 由 


么 生 
(ol = 一 六 二 
ol- 六 < 


及 压缩 映像 原理 ( 见 书 第 70 页 定理 ) 知 Jim un = ! 存在 . 设 为 则 


么 
1 一 3+TmL=40>3)， 


练习 1.5.12| 设 
zo 一 mm， 7T1= 亿 十 esinco，zn = 人 十 esinon_l (nm 一 2,3 


其 中 0 < e < 工 试 证 ; inmzn =《 存在 且 为 克 普 砷 
人 方程 = 一 一 的 唯一 唯一 : 
证 明 ， 记 7(z) = < 一 让 z; 则 人 


zy '(z) = 1 一 ecosm > 0， 


R 


= (z+1l)(z2 一 严 一 十 


)， 


VmeER, 习 1656sR，st. 了 (6) = mm 


|mn 一 引 =elsinmn-l 一 sincl <elzn-i 一 引 和 .<enlzo 一 中 


一 0 (人 一 o)， 


vimu mn 一 


练习 1.5.13 | 设 jzn+a - zn+il < Ren - zn-ail (0 < 人 < 1)， 试 证 {zn) 收效 ， 
证 是 据 压 缩 映 像 原 理 ( 见 蔬 第 70 页 定理 ) 即 知 {zn} 收 仇 ， 


练习 1.5.14| 设 ak,ba 是 二 正 数 , 令 


an 十 bn 


an+l 一 Vanbn， bn+l 一 5 


试 证 : {fan} 和 {bn} 均 收 伊 , 且 im an = im bn。( 大 连理 工大 学 ) 


证 明 。 由 均值 不 等 式 知 


十 了 
an+1 = Vanpn < 二 一 bn+l. 


于 是 an < bn (位 过 2)， 


这 表明 


故 {an} 递增 有 上 界 ; {bn} 递减 有 下 界 . 据 单调 有 界定 理 知 fan} 和 {bn} 均 收 化 ， 设 极限 分 别 为 ob 则 


bb 
空 二 m > 1， bnH1 一 bn 一 
Qm nm 
az 和 as 和 和 an 和 bn 和 和 bssb2， 


避 
=Va5, -2 一 aa=b 


练习 1.5.15 | 设 ax 和 ba 是 任意 西 个 正 数 , 并 且 aa < 和 ba 还 设 


_2an-lbn-1 5 = /ai (mn =2,3…)， 


am 二 了 
” an-1 十 bn-1 


求证 : fan] , {bn]} 均 收敛 , 卫 极 限 相同 ，( 中 国 科学 院 , 安徽 大 学 ) 


证 明 ， 设 


则 


据 练习 1.5.14 知 fun} ,fon} 均 收 敛 , 且 极 限 相同 . 因此 ，fanj , {bn} 均 收敛 , 卫 极 限 相同 ， 


练习 1.5.16| 讨论 由 za = azn = 一 pzn-l 十 9 (p > 0) 所 定义 的 数列 的 收敛 性 . (南京 大 学 ) 
pan_i+g=plprn 2+g)Tg=P2on-2+g(L+ 下 一 ， 


2 pn-izl+dqg 
zl 十 人 一 1)9， 
当 刀 = 9 = 0 时 ，{zn} 也 收敛, 旦 极限 为 ai 当 = 站 gX 关 0 或 9> 工 时 ,{zn} 


解答 , 


故 当 0 < < 工时, {zn)} 收敛 , 且 极限 为 9/(I 一 四)i 


发 散 ， 


设 尺 中 数列 fan} ,{bn} 满足 


其 中 0<g<1. 证 明 : 


解答 .由 


Un 十 Vm 
2 Vanunm- 


am+l 一 


mn 一 


一 pm-loczl +g(1 十 PP 十 十 了 


当 {pnm} 有 办 时 ，{an} 有 界 ，( 清 华 大 学 ) 


an+l 一 bn 


= 了 太一 区 。 十 十 (仁和 二 一切 "g ol 


人 
= 》(-D8g*bn-e+( 瑟 "ga 
大 =0 


o 
|an+ai|l 和 sup |bm| 尖 纹 上 gloa|l = 
mL 大 =0 


an41=bn 一 gan (一 1 2 )， 


2 二 
一 gan =bn 一 gfbn-l 一 gan-i) = 一 bn 一 gbn-1 十 9 an-l 一 


supm>l |bm| 


练习 1.5.18| 设 ze = li = ezn+l = VERERCT (mu > 世 ， 求 极限 ing mn， 


解答 ， 设 yn = In pn, 则 


十 ynm-1 
yo=0，W=1 yn 加 mn> 了 了 


由 书 第 80 页 例 1.5.9 知 


2 Wy 引 
mn = 二 一 lim mn = lim ev 一 e 
出 有 加 3 di 有。 用 一 吕 


练习 1.5.19 设 enta 一 one 人 >D，al = 了 lb 则 


2 im an = +ooi 2) 乌 al = +20、( 中 国 科学 院 ) 
证 明 ， 易 知 {an} 递增 . 有 {an} 有 上 界 , 则 有 有 限 极限 a, 其 适合 


a=a+a 二 at+=0， 
这 是 一 个 矛盾 . 故 {an} 无 界 ， 


lim an = 十 o0 
间 一 呈 


练习 1.5.20 | 设 连 续 范 数 f(z) 在 [L, co) 上 是 正 的 ， 单调 递减 的 , 卫 


二 史 了 (R) 一 厂 了 (z) dz 
KR=1 汉 


试 证 : 数列 da da, 收 和 化 ( 消 华 大 学 ) 
证 明 。 仅 需 验证 {dn} 递减 有 下 界 ; 


尖 二 三 二 友 三 Ttn+DT -flz)dams 0， 


凤 兄 一 1 PR+1 
如 7- 忆 ,人 flz) da 


二 7(m) 上 + 证 用 7( 避 一 fla)dz > fn) > 0 


练习 1.5.21| 已 知 az =ap=6B(a>D)， 


am 十 pb aa 十 bb 
an+1 一 二 二 ， bnH = 入 三 币 且 和 
证 明 ; lim an 及 jin bn 存在 且 相等 , 并 求 出 极限 值 . (内 蒙古 大 学 ) 
证 明 ， 
an 十 bm an 十 bn 
am+l 一 ，bnm+l 一 0 
mi-IT 十 bm 十 bm 1 一 mm 
bn+li 一 an+tl 一 3 = 血本 -2 
an+l 一 an 一 2men 一 an = 姑 5am 
bn 一 an 1 an 一 an-l an 一 an- 工 
一 an = 一 二 ， 一 aa w 
Qm+l 一 Gm 了 3 亲 (az 


一 an 一 al+ 训 (ak 一 ak-1)= al+(az 一 Q 
学 隅 《 0 记 二: 


全 lim an = al 十 
人 00 


练习 1.5.22 | 证 明 : 数列 


2 
Tzo > 0， of = 2 二 9 (a>0) 
的 极限 存在 ,， 并 求 其 极限 .( 国 外 赛 题 ) 
证 明 ， 若 a= 0， 则 za= 辽 =0-o， 


oo 人 和 秋 
攻 人 总 = lim (an+l 一 01) = 十 o0. 
站 = 全 er 


az) 


若 a> 0, 则 由 
攻 所- 理 +3azn 一 avao8 一 (Van - (ze 了 va 
的 3z 和 十 a 3z& 十 a 


知 cnti 一 VG 与 mn 一 VE 同 号 , 而 与 ro -VE 同 号 . 


znHl 2 十 3a 


< VG). 故 {zn} 递增 有 上 界 ， 而 极限 存在 ， 设 极限 为 > 0, 则 


车 0< ro 和 V5, 则 mn <Va， 三 二 2 人 ea 
2 
二 


312 + a 
n+1 < 1. 故 fan} 递减 有 下 界 , 而 极限 存在 ,同上 论证 知 该 极限 为 Va， 


车 zo > VE, 则 rn > VG， - 亿 
综 上 , 不 论 何 种 情形 , 都 有 {zn} 家 限 存在 ， 且 极限 为 Va, 


设 fan} 是 如 此 数列 ， 


证 明 fmn} 收敛 , 并 求 其 极限 ，( 国 外 赛 题 ) 
证 明 。 显然 0 < zn < /2 (mn 二 1) 设 7(z) = arctanm 一 m， 则 


ao = 25， mn = arctanmn-l (人 一 1 2 )， 


-1<o(e>0)=an+li 一 zn= 了 mn)< 了 (0)=0， 


了 多 一 1 十 z2 


这 表明 {zn} 递减 有 下 界 . 故 Jim znm 一 ! 存在 , 且 


1 = arctan1 一 tan1 一 /一 /=0 (0<m<m/2 一 tanm>m). 


ES 


兄 一 工 
Si -Inale>1Di sn= Ina-Sk) 人 =23 小 
天 一 1 


求 ma sn 
解答 . 先 用 数学 归纳 法 证 明 0 < Sn < a 一 1. 事实 上 , 0< Si 一 Ina<a 一 di 若 0< Sn <a 一 1 则 


Sn -Sn =lnla-Sn) 一 SntH= 了 (Sn) (7(m) as ze+ln(a 一 z)) 


-0<lna=jf(0) <Sn+li=f(Sn)<ya-D=a 一 1 


二 
(r 四 =- 呈 2 >o0<s<e-， 
思 一 亚 


再 由 
Sn-Ssn=lna-sn)>lna-(a-Dl=0 


知 {Sn} 递增 有 上 界 一 1 故 {Sn)} 收敛 . 设 极限 为 凡 则 


1-I=lnta-D 一 1!=a 一 1 


ln(1 + zm). 证 明 0 ( 当 mm 一 oo 时 ). 


练习 1.5.25| 设 zl > 0, rn+l 一 二 
证 明 。 由 数学 归纳 法 知 zn > 0, 而 mn+li = In(1 十 mn) < zn。 这 表明 {mn} 递 短 有 下 界 0. 故 由 单调 有 界定 理 知 lim rm = /1 存在 


且 满 足 a = ln(1+D) 二 ! = 0. 进一步 ， 由 Stolz 公式 知 


四 ， 也 是 济 
rm 由 荆 =- 由 二 二 
严 m 严 mm 十 1 mm IIi+z) 工 
1 zln(1+m) 本 ln(1L+z) + 理 = 
= lim 二 
z-02 一 In(1L 十 Z) 一 0 1 一 卫 5 


_ dm 亿 + 允 In(L++m -lim [lna(L+m 十 ]=2. 
一 0 人 T 一 0 


练习 1.5.26 | 设 cl = Li ak = R(ak-l + 试 计算 : 


lim 世 人 + 三) (国外 赛 愿 ) 


人 一 00 


解答 . 由 
an = man-l 十 殉 一 史 [(m 一 1)an-2 十 于 一 了 十 慰 


邦 ( 刀 一 1)an-2 十 隐 全 一 了 十 五 一 
克 ( 全 一 1 2a1 十 mm 一 了 2 十 ,十 用 全 一 十 介 


外 


ml mL ?1 
=ml+ 二 十 机 十 十 一 一 
ET 1 


所 Q 十 
四 四 守 1 
TI 人 + = 1 sz = 站 Re 
je ck FI Qk 1 
疝 aktl 1 oa as antl. 工 .. 工 
Ri ak R+I oa ao an 2 上 十 工 
am+1 尖 。， 1 
二 一 二 + 二 + 十 二 一 en 一 oo)， 
丽 +HT 一 I++ 本 + 5 
台 
练习 1.5.27 | 设 正 项 级 数 》，an 收敛 , 数列 {yn} 由 下 式 确定 
史 一 工 


2 =1，2yn+l= 加 +\/2+an (=12…)， 
证 明 {yn} 是 递增 的 收敛 数列 . (福建 师范 大 学 ) 
证 了 明 。 由 
art 2 -Viton 一 on TO >0 


知 {yn} 递增 ， 又 由 数学 归纳 法 易 知 yn > 1, 而 
an om . 
人 本 


也 计 1 忆 
一 有 (一 有 二 ak- 和 区 十 二 六 ok <o, 
大 一 2 大 =2 大 = 工 


这 表明 {yn} 有 上 界 . 据 单调 有 界定 理 知 {yn} 收 伍 . 


1.6 ”序列 的 上 、 下 极限 


练习 1.6.1 | 用 不 同 的 方法 证 明 以 下 不 等 式 : 


IJ 


lim zn + lim yn < lim (zn + ynr) < lim zn + im yn 
也 一 20 史 一 00 用 一 50 也 一 0 刀 一 20 


< lim (zn + yn) < Im zn + Im yn 
0 it 了 0 
在 不 出 现 ( 士 cc) + ( 干 co) 的 情况 下 成 立 . 
2) 设 rn > 0， yn >0 (mn = 1 2…) 则 


lim zn ，lim yn < lim (zn yn) < lim zn lin yn 
作 一 0D 于 一 20 疙 一 00 见 一 00 0 


委 开 - i ， 下 
二 下 


在 不 出 现 0 . (+oo) 的 情况 下 成 立 . 
证 明 。 I) 见 书 第 98 页 例 1.6-.1 及 第 101 页 例 1.6.4. 
2) 见 书 第 103 页 例 1.6.5. 


1 


练习 1.6.2 | 证明: 
也 r() < 
2) 若 en >0ynr>0 卫 lim sn >0, 则 


五 一 2 


- 二 - 
jzn/ in 乏 imu(zn/yn) 所 mn/ Jim yn- 


证 明 。 1) 由 题 1.6.1 知 
lim zn = lim [yn + (mn 一 yn)] < lim yn + Ta(cn 一 own) 
3 0 oo 
私 加 十 ji(zn 一 yn 


Jim (zw 一 ar) + lim yn x im [(zn -wm) +an] = Ta cn 
二 oo 2 


mo 
2) 由 题 1.6,1 知 
Jim zn = 各 (om ) < lim yw Ta 2 
爷 一 吕 村 一 中 ynm mo mo Un 
入 lim yn ，iim 2 
于 一 00 爷 一 0 Ym 
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练习 1.6.3| 证 明 : 若 =n > 0 (mn = 了 2…) 及 


则 序列 {zn)} 收 伍 . 
证 明 .。 先 证 明 : 若 en > 0, 则 四 后 


设 ia zn =a> 0, 则 
人 0 
mn>1l 一 suprk>a>a-e (Ye>0) 
>m 


一 3rm>Tm st mm> 吕 一 E 


国 a 
之 一 一 < 
囊 m 吧 一 所 
和 
k>mok mm  @ 一 上 
这 说 明 
过 
ii 
mmzljpmokh  Q 一 上 
令 上 一 0+, 即 有 
寂 .全 
过 二. 志 二 。 
爷 一 DD 人 和 G 


往 证 lim - 工 > 工 , 而 证 得 结论 . 也 由 ES mn = a > 0 知 
克 一 吕 D Im CQ 人 一 oD 
VE>0, 3 st supzk<a+e 


RN 
而 
1 工 
一 zk<a+ec 一 一 > 四 
je 口 十 E 
于 是 
工 这 
inf 工 > 开 _-， lim 一 > 一 一 
大 INV DR Q 二 Ee 放 一 00 科 符 村 声 
由 这 
令 上 一 0+ 即 得 所 需 lim 一 > 一 
于 一 2D 囊 们 Q 
再 证 题 目 如 下 : 
I 过 
通 on = 一 一 一 -= 一 二 一 = im" 
和 limn 一 2 Fr TI 交 一 0 


练习 1.6.4| 设 zn>0 人 一 12 试 证 ， 
一 他 mm 十 革 


名 m 十 1 本 本 < 下 
尺 Br 私 lim， ， 
< 35 < ar 


lim 
克 一 D 全 兄 一 00 
并 由 此 排出 , 当 jin Zr+l = 1 时, 则 lim Wan 一 
二 1 
证 明 , 仅 需 证 明 
第 二 个 不 等 式 已 经 在 书 第 99 页 例 1.6.2 中 证 得 . 对 于 第 一 个 不 等 式 ， 则 是 第 二 个 不 等 式 与 (3) 的 直接 排 论 ， 
lim Zntl - 1 < 一 1 -Ji yy 于. 
二 mm “ 远 。o 


瑟 


试 证 ; 若 TEL Wan| = 4 则 对 任意 同 定 的 间 数 no 者 
杖 儿 mrl =-e。 全 工 大 刚 


an 和 yn 一 jin mm 委 imuym' 


证 了 明 ， 先 证 一 个 简单 的 结论 : 


事实 上 ,对 任意 固定 的 于 > 了 


oj 芭 Uk (Y 玉 关 风 ) 一 是 有 区 所 0 


对 mm 取 下 确 界 即 得 (4)， 


事实 上 ， 


(9) 


则 
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1 wo-=A4 知 Ve>0 
季 证 昕 有 日 . 由 了 芭 lan| ， ， 
二 ti <4+e 一 larl<(4+ 引 


Jnote 一 Wan6TE < (4+E)(4 十 <) 谎 ， 


习 妈 ，5s.t, 太 了 
|ano+k| < (4+Ee， 


据 (和 知 
了 导 leno+nl< AT+e 
再 人 = 一 o+ 得 JE Wanotrl<4 


另外 对 YE>0 ji 
3 atl>4-e= etl> (4 


一 e: 


-cj(4- 曲 委 ， 


二 anotal>(4-anrote 一 WEnore> (人 


据 (4) 知 


ano+n| > 一 E， 


Tim 
moo 


lano+n| > 4 


再 令 < 一 0+ 得 JE 


.6 | 证 明 : 荐 Ta cn 么 c 则 


1 
一 工 +|e| 


Ta 一 
mo 工 十 |cn| 


证 明 .。 由 
> \_ 工 >0 (过 ) 区 各 
(二 =) 工 一 m (1 一 靖 )2 


-和 
I+lal 可 

Q 中 局 已 
0 


往 证 题 月 . 由 Ja cn 系 c 知 
c 十 E 


ck 
才 。 妈 芝 < 六 一 < 一 一 一 一 
VE>0, 3 如 >1，s.t- 太 这 人 全 CR <C 二 E 于 | 全 二 5 
据 (4) 知 
二 C 十 E 
Ha 一 < 一 一 
nm- TI 十 |cn| 1+|le+el 


令 = 一 0+ 即 得 结论 . 


给 定 正 数列 {onj， 证 明 


aL+ant+tl Nm 
am 


Tai 十 nial 
- [ (mn 二 1)an ] 


用 反 证 法 , 若 (6) 不 成 立 , 则 


项 |[ 玖 十 So] 二 
和 (人 十 1)an 
由 开 
二 [ 宝 灶 Se | 有 (al 十 ak+1) 下 
( 太 十 1)ak (十 1)ak 
Q1 十 Qk+l ， QKk 1 ok hk4l 
太 十 工 R  K+1 大 玉 “ 


上 述 不 等 式 关于 和 忆 从 到 到 于 十 P (P > 1) 求 和 得 


好 十 也 几 十 
而 和 工 站 》 ( 些 本 举 志 ) om _、_Qqn+p+l 必 
KEnp+T KEn 人 允 +D+I 人 玖 


他 oo 利用 级 数 》 大 的 发 天 性 知 +on < 径 ， 这 是 一 个 矛 后。 故 有 结论 
大 = 工 
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练习 1.6.8| 证 明 :; 集合 


只 有 聚 点 0, 1. (国外 赛 愿 ) 


证 呈 :是 Raas 业 六 二 二， 
mn 一 五 土 玖 二 LT, 则 由 


本 
lim 去 防 ns 
汕 0 ( 2 二 四 一 0， Junan+t = 舍 人 5 5) 这 
知 0,I 为 Rd 之 聚 点 . 设 z 为 RM 之 聚 点 ， 则 3 {mk} ，s.t. mnn 一 亚 . 四 
{naymnayns cc {246) ut135)， 


我 们 知 fnaymay ma …} mn (2 46) (fnaymnaymns mn tl3,5,，…} 至 少 有 无 

0 光 4 6 ny ,3,5,,…} 至 少 有 一 个 是 无 限 集 , 若 fmaymayna mt2,4,8，……) 二 
无 限 集 , 则 {oni ) 有 一 个 子 列 收 伍 到 0, 而 m = 0; 若 fnay mana'…) mn fl3i5，…} 是 无 限 集 , 则 fnk} 有 有 一 个 子 列 收 煞 到 而 
= 工 (如 此 ，{naymayna jn (2,46,.)， tnaynavna jn tl3,5,……) 有 用 仅 有 一 个 是 无限 集 ) 这 就 证 叫 了 ms to,1}, 


练习 1.6.9| 序列 {zn} 定义 如 下 : zl = me 是 闭 区 问 fo, 1] 中 的 某 一 点 ， 如 果 m > 2， 那么 序列 


1 
二 mn-l， 是 偶数 
并 | 芋 s-， m 是 有 数 


可 能 有 多 少 个 聚 点 ? (国外 窒 题 ) 


解答 . 由 题 意 ， 
WE 王 直 
T2m 一 2 2m+l 一 
若 zan 一 ezan+l 一 则 
楷 1+e 入 
e= 357=- 五 一 e=- 了 了 + 
往 证 确实 如 此 
2 1 工 十 2m 2 业 
卫 二 | 一 二 加 | 总 
ez 引 | 本 引 引 
_ 工 2 间 2 
= 工 man-i- 引 =… 一 ra om 一 oo)， 
人 2m 一 工 


1 ， 工 
lim zan 王 lim. 一 二， 
人 一 吕 下 下 3 


访 产 习 1L6.8 的 证 明知 fen] 的 聚 点 具有 三 ， 王 两 个 : 


练习 1.6.10 | 证 明 : 芳 序列 {zn} 有 界 且 im(zn+1 一 mn) = 0. 则 此 序列 的 聚 点 之 集合 是 区 问 书 瑟 ， 其 中 


1 = lim mn， 三 = JE am， 
证 明 ， 设 {zn} 之 聚 点 集合 为 RM、 由 frznm} 有 界 知 六 三 均 有 限 , 旦 都 届 于 MM， 
车 1= 工 , 则 {zz} 收敛 , 而 {zm]} 的 聚 点 只 能 是 【= 工 - 
若 1< 工 ， 则 由 上 下 极限 的 定义 与 性 质 知 AM c [ 克 ]. 而 仅 需 证 明 (了 工 ) < M， 用 反 证 法 . 若 ( 必 工 ) 中 RM 则 
31<c< 工 st, cge RM 

我 们 断言 : 30 < 5 < min {c 一 六 工 一 cj, 使 得 (ec 一 闪 c+ 5) 中 仅 含有 {men} 中 有 限 多 项 ,事实 上， 车 V5>o,(e-oic+6) 都 含有 {zn} 
中 无 限 多 项 , 而 e 为 {zn} 的 聚 点 , ce TI， 这 是 一 个 矛盾 . 
这 样 ， 

3 N, stmn>zN~zn<ec-5 或 zr>c+9 (7) 
又 由 limu(zn+1 一 和 =0 知 
3 INV' > JN，s.t. 你 二 JV' 一 |zn+Hl 一 zn| < 26. (8) 


由 (7); 不 妨 设 = < ce 一 人 又 由 (7)-(8) 知 Pr+1 和 < 一 人 如 此 一 直 做 下 去 , 我 们 得 到 
邦 > N' 一 mn 和 ce 一 站 


据 (4)， 


大 = Haon 和 cc-5< 工 . 
2 


这 是 一 个 丈 盾 . 故 有 结论 。 


1.7 ”函数 的 上 、 下 极限 


试 将 8 1.6 中 关于 序列 上 、 下 极限 
春生 -页 攀 把 e - N 语言 改写 成 < 一 5 语 才 


的 例题 与 练习 改变 成 函数 上 、 下 极限 的 命题 , 并 加 以 讨论 
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使 了 fc) 在 -6z+an 站 


1.8 ”实数 及 其 基本 定理 
(z) 在 有 限 区 间 工 上 有 定义, 满足 : YE 研 存在 字 的 某 个 开 邻 域 (z 一 小 


1) 证 明 : 当 了 = [ww 加 (0 < 一 a < +c) 时 ，f(z) 在 工 上 有 界 ; 
2) 当 工 = (o 日 时 ,7(z) 在 工 上 一 定 有 界 么 ? ( 太 门 大 学 ) 
证 明 。 1) 将 愿 中 与 m= 对 应 的 5 记 为 5=， 由 [a, 划 < waetel(m 一 5e, 十 6a) 及 有 有 限 节 商定 理 知 
,an} c [o 归 st [oa 吕 = ua(tei 一 5otymt 十 ai)， 


练习 1.8.1| 设 函 数 了 
上 有 界 . 


3 {fzi…， 
st mk 一 ak < 区 < mh 十 5mh 


If| < max suPp | 惠 ， 


于 是 
neo 一 31<k<nm， 
和 1StSm (mi 一 5atmi 二 5ai) 


和 必 训 汪 (mk 一 5akvmk 二 Sah) 
2) 不 -- 定 . 比如 fa) = mg(z) = 在 工 -= (0,1) 上 均 满足 题 中 条 件 ， 但 是 了 有 办 ,9 无 办 
设 Fa) 在 [ 芭 避 上 有 是 义 下 在 每 一 点 处 请 数 的 悉 限 存在 , 求证 : 了 te) 在 [a, 苛 二 儿 ( 哈 尔 尝 工 业 大 学 ) 

证 是 允 Y ee [ao 名 ,由 inay() = 4 存在 知 
ie>o styetle-ioze+t)=1f-4al<1 一 fo)l<i4al+ 


由 [a, 昌 < uaela(e 一 5=ym + 6=) 及 有 限 镁 闵 定 型 佑 
3 fei yzn}c [ww 避 st [ac va 一 oo 十 5oi)， 


ze[oa'b 一 31 和 RSmy st ok 一 bo <2< zk 十 5ok 


于 是 
一 |flz)| < |4ckl+1L< 到 E (|Aai| 十 1)， 


mn (a,b) 时 , 有 


练习 1.8.3| 设 flae) 在 (ab) 内 有 定义 Yes(ab 35>0， 当 me(E 一 6E+0) 
lz) < JE) ( 当 严 <E 时 ) 了 (z) > F() ( 当 >E 时 )- 
可 c uaeeledltz 一 omz+5n) 及 有 限 覆盖 定 “ 


求证 : 7(z) 在 (a, 吕 内 严格 递增 
证 明 ,， 仅 需 证 明 对 任 给 的 c < 由 都 有 7(c) < 7(d)， 将 题 中 与 上 对 应 的 6 记 为 ke [ec， 


理 知 
3 {aei ,amj c [cd 加 st [cd 可 cuv 一 6 十 6ami). 
的 开 邻 域 , 出 去 多 余 的 开 邻 域 , 每 两 个 相 邻 接 的 开 邻 域 里 所 出 一 个 公共 点 ， 整理 后 的 mm 个 子 狐 益 中 心 点 玖 


保留 (没有 就 添加 ) 以 c, d 为 中 心 


寻 一 工 个 公共 点 顺序 记 为 ml, zz ，,z2n-1, 则 


c=ml<za<:…<z2n-l= 咒 


其 中 zak-1 为 中 心 点 ,zzk 为 公共 点 . 于 是 

y(c) = (zl) < flzz) < … < 了 (mazn-1) 一 了 (d)、 

练习 1.8.4」 用 有 限 餐 盖 定 理 证 明 : 任何 有 界 数列 必 有 收敛 子 列 ，( 西 北大 学 ) 
证 明 。 人 mm < zw < AM 用 反 证 法 . 若 {fzn) 无 收敛 的 子 列 , 则 V ee [m,M], 3 5 > 0， sw (一 5 二 jn) 中 至 多 含有 {z 吕 

的 有 限 项 ， 据 有 限 履 盖 定 理 ， 


[mm RM] < vPai(ei 一 56niioi 十 5ni)- 


这 说 明 {zn} 只 有 有 限 项 . 这 是 一 个 矛盾 ， 故 有 结论 . 

试用 区 间 套 定理 重新 证 明 81.1 练习 1.1.13: “ 设 f(z) 在 [0,1] 上 7(0) > 0 7(1) < 1. 试 证 : 3 mo e (0,1TD)， 使 和 

T(ao) = z 和 (福建 师范 大 学 )” | 
证 明 . 设 gfz) = z2 -ffz), 则 9(0) <0 < 9(1). 我 们 构造 闭 区 问 套 [an,bn] 使 得 g(an) < 0,g(bn) > 0, 取 [atba] = @ 卫 

车 [an, pn] 已 知 , 则 将 其 二 等 分 , 若 中 点 上 处 9 取 值 为 0， 则 问题 已 解决; 若 g(6) > 0, 则 取 [an+i,bn+i] = [anyel; 若 g(6) < 和 册 

[@n+iy bn+i] = [bn]， 根据 闭 区 问 套 定理 , 存在 唯一 的 zo E [an,bn], 卫 an ] zo bn \ mo. 据 了 递增 知 


a2 < f(an) < f(zo) < fbn) < 肥 . 


令 m 一 oo 得 flzo)= zi3， 


2 ”一 元 函数 的 连续 性 
2.1 ”连续 性 的 证 明 与 应 用 


若 本 TIT| 可 究 丙 数 fla) -jin 一 工 的 连续 性 ， 
mo mn 大工 区 
_I 时 , 帆 ma2n+az+1=D 知 了 没有 定义 ; 当 lz| < 工时 , 7(z) = 1 台 = 一 上 


证 明 ， 当 可 > 工时 , fo) - 上 iT 全 = 1 当 冲 一 
当 二 工时 , f(z) = 0. 综 上 ， 
1 吧 必 一 1 
无 定义 ，z = 一 1 
7(m) = 1 一 ll 二 和 
0， 也 一 工 
1 巴 > 工 


于 是 = -1 为 了 之 跳跃 问 断 点 ; 其 余 点 为 了 之 连续 已， 


练习 2.1.2| 设 
Jni 二 mm>0 
(ze) 一 | 


0， =0 


MEI wIE， -1<m<0 


试 研究 f(z) 在 = = 0 点 的 连续 性 ， (东北 重型 机 械 学 院 ) 


解答 ， 由 
Jo+o = lim 了 QT+a -= lim 六- 
人 一 0 二 器 mm 一 0+ 工 十 台 
2 二 
工 十 了 十 VIL 一 了 


VITE-VIE -lim 


(0- 0) = lim 
立 一 0 一 吕 羡 一 0 一 


知 0 为 让 之 可 去 问 断 点 . 


设 fla) 在 [o,1] 上 连续 , 有 fla) > 9, 轩 
mn [各 |， VYO<m<1I 


忌 (z) 一 1 f()， G(z) = 4 | 元 Ga) 


试 证 : 当 且 仅 当 7(z) 在 [0, 匡 上 单 增 时 ，G 是 连续 的 ，( 吉 林 工 业 大 学 ) 
证 明 。 一 : 若 了 单 增 , 则 7 了 (z) = 尺 (z)，G(z) = 1， 而 连续 . 


< 二: 由 了 在 [o,I] 上 连续 知 
3 zo e [0,1]，s.t. 了 (ro) 一 交 时 才 


于 是 
一 G(zo) = 工 . 


了 (zo) 一 请 = 忆 (ro) 


flz) < 已 (z) 一 Ge) =0 


又 由 
ze [0,1] 一 jf(z) < 忌 (z) 一 | Tta) = Ra) = cm =1 


三 1. 事实 上 , 若 G 在 某 点 上 为 0， 则 不 妨 设 上 < ro. 考虑 


知 G 只 能 取 0,I 二 值 . 于 是 G(c) 
ao =sup{ze[ozoliGlze)=9)， 


则 按 上 确 界 定义 ， 

VmEZ+， 3 zn 芝 z0，s't. Glzn)=0. 
这 表明 Ceo] -lim va Gan) = 0. 但 另 -- 方 面 , = > 9 一 G() 一 工区 全 G(zo) = limy af GG) = 二 这 是 一 个 开 盾 ， 
履 有 Glz) = 工 一 fj(z) = 忌 (z) 一 了 单 增 ， 


汪 


练习 2.1.4| 设 函 数 jz) 在 [o, 吕 上 连续 且 恒 大 于 零 , 按 < - 6 定义 证 明 : 夯 


证 明 ， 对 yzo e [o, 芭 由 了 在 mo 处 连续 知 
jy stacuenanla=Ha-yenl< 苞 


在 [a, 蝇 上 连续 ，( 长 沙 铁道 学 院 ) 


9) 一 了 (z) > 


了 (aeo) 
一 


于 是 对 VEe> 0,35 -mn 人 ee > 0, 使 得 当 lz 一 zol < 5 叶 ， 
|， 1 1 um-raal 。Ees< _。 
flay(lzo) 259)f(co) 


陋 (mo) 
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据 连 续 函 数 介 值 定理 ， 


练习 2.1.5] 设 ja) 在 [0,3] 上 提 负 连续 , 卫 7(0) = 了 0) 
了 (ro) = 了 (mo + )， (上海 交 通 大 学 ) 
证 明 ， 设 P(e) = 7(z) -Te 十 D 则 


练习 2.1.6] 冰 数 J(z) 在 (a, 划 内 连续 ,< mi < ma < 
+ Tea) 十 十 了 em、 (华中 理工 大 学 ， 长 大 再 下 
W 


= 0, 则 任意 一 个 实数 ! (0 < 1 < 1 必 有 实 至 ro (0 < ro 所 Di 型 


ro-yO_yO--fO<sosya-0-fQ-0-70OP0 


azoelo1-cloll， st Pro 一 0 一 J(eo) = J(eo + 有 


< mn < 局 证 吕 : 在 (ab 内 存在 点 E 全 


了 (E) = 
MT = Tax 了 = 了 (ad 


证 明 ， 设 
rm = min = fc 况 旺 
其 中 ma < cd< zn. 不 妨 设 c< 才 据 
8 HzD+Tea)+ 一 二 fm 二 
及 连续 函数 介 值 定理 知 
加 


age[c,d]c [zzz]c (o， 巷 ，st， 了 (E) 一 


a+ al, 使 得 


设 fla) 在 [aa + 2a] 上 连续 , 证 明 : 存在 =e [o， 
7(e) = 3 + 2a) 一 fail (北京 大 学 ) 


则 


这 表明 严 (a) ' 开 (a 十 


(aml)，st, 7(61) 一 


设 f(z) 在 (一 +oo) 上 连续 , 若 ip 了 (m) = +ocy 


达到 最 小 值 .( 哈 尔 滨 工 业 大 学 ) 
由 lim flzj=+o 知 3zrl> st,. (zl) > 再 由 了 


了 (lzr+ooD 一 


FJ6+am-y7 四 -e+2a 一 To 


本 了 +2o0 -= -Pta+o， 
0) < 0 所 连续 丽 数 介 值守 再 , 3 mc [aa+ os 上 PC 一 
旧 fla 在 二 = a 处 达 最 小 值 , 荐 fa) < oa 证明; Pa) 一 了 (人 


(al < a < fma) 及 连续 函数 介 值 定理 知 3 红 
再 由 f(a) < a < f(caz) 及 连续 函数 介 值 定理 


由 lim 7(m) = +oo 知 3za < a st 了 lzpa) > a: 


3 6 e (z2ya)，st 了 (cz) = a. 


注意 到 了 在 一 4 处 达 最 小 值 ， 我 们 有 


综 上 , 我 们 得 到 


达到 最 小 值 . 


练 


证 明 .。 对 任何 固 


则 


更 亿 人 的 ] 


若 R=b 则 忆 ( 各 ) 


若 函 数 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,7(0) 一 了 (TD， 则 对 任何 自然 数 亚 


FUf(a)) > jaj，Y E 民 . 


全 ) = flez) =a 一 了 (6)) 一 了 (f(tz)) = 了 (oa) 


3tae<a<a， st 了 
> 2, 存在 En e [0, 忆 ,使 得 


7 (@+ 引 (En)， ( 淹 北 大 学 ) 


也 
定 的 m > 2, 定义 
下 (z) 一 了 攻 十 芭 -fle)，zefo0,1]. 


于 的 -中 人- 的- 


i=0 i=0 


不 可 能 同时 为 正 ， 也 不 可 能 同时 为 负 如 此 ， 


3 已 b st 了 () < 站 z 人 9 5 志 
全 似 


-= 0 取 如 = 故 即 可 , 着 大 关 b 则 由 连续 函数 介 值 定理 知 在 专 , 上 之 问 存在 下 之 零点 en， 


练习 2.1.10| 设 


加 (rr) =z+z2+…+zn(m=23…)， 


证 明 : 
(1) 方程 六 (z) = 工 在 [o, +o) 有 唯一 的 实 根 mn3 


(2) 数列 {zn】 有 极限 , 并 求 出 lin mm，( 北 京师 范 大 学 , 凋 林 大 学 ) 
证 明 .， (1) 7(0) = 0. 巾 Hpy(z) = +o 知 3a> 0 st, fta) > 1 据 连 续 前 数 介 信 定理 知 3 mn e (0,a)，s:t. (mn) = 1， 又 


玫 (m) > 0 我 们 知 上 述 =m 是 唯一 的 
{2) 由 


nen) = 工 = 1n+li(mn+l) > yn(en+l) 


及 名 的 严格 递增 性 知 =zn > zzn+1， 于 是 mn 递减 有 下 界 ， 极限 4 存在 , 由 
加 (mn) = mm+mm 1 一 mn<1l 一 maot<l 一 imzg=0 


知 
1 _ mn 
CI1-T 4 一 4- 


1 = 
工 一 Zn 
练习 2.1.11 | 讨论 函数 


Ja 二 人 >Q 一 加，= 为 有 再 数 
z(1+m)， 为 无 理 数 


的 连续 性 与 可 微 性 ，( 内 蒙古 大 学 ) 
解答 ， 当 rzo 关 0 时 , 由 有 有 理 数 和 无 再 数 的 秋 密 性 知 


3Qarn，st.mm 一 zol 了 RNVQamn，st, zn 一 T0. 


于 是 
Jim y(rn) = Jimrn(L 一 rn) = zo(1 一 zo) 


产 zo(L+zo) = in mn(1L+zn) 一 insf(zn)， 


这 表明 7 在 zo 处 不 连续 ， 而 不 可 微 . 


当 z=o 一 0 叶 , 由 
flz) 一 70) flz) 1-z， msQ@ 
四 本 1+z，mEeRNQ 


-1 0 


知 户 (0) = 1. 故 了 在 0 处 可 微 , 而 也 连续 . 


| 绒 习 2. 工 . 工 2 


(北京 科技 大 学 ) 
证 明 。 由 8 = 7(A) 在 点 no 连续 知 
Ve>o0,36>0,st. 必 一 khol<6a 一 |f() 一 了 (ULo)| <e. 


又 由 太 = po(z) 在 点 mo 连续 知 对 上 述 61 > 0， 
35>0, st. lz 一 zol<6 一 |p(z) 一 elzo)| < 61 
全 lo(z)-pol<5 (po=o%zo)) 


|f(p(z)) -7(e(zo))| = If(P(m)) 一 了 ao) < = 


虽 1 ，g(z) = sinm; 讨论 f[g(z)] 的 连续 性 ，( 南 京 大 学 ) 


解答 ， 由 
sinz>0 信 2kr 和 zs 和 2kr+T (REDZ) 
知 
和 oa 和 
于 是 
lim flz) = -1 关 工 = 本 了 (z). 


了 4 一 2 一 


因此 ,ze -= kr (RE 是 了 的 跳跃 间断 点 ， 其 余 各 点 均 为 了 的 连续 点 ， 


用 < 一 6 语言 证 明 :如 果 y = (1) 在 点 no 连续 , 4 = 9p(z) 在 点 ro 连续 , 呈 ho = P(zo)， 则 f[e(m)] 在 点 zo 连续 ， 


大 学 ) 


为 舌 格 单调 ， (华东 师范 
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__ 瞻 射 , 则 (zz) 必 


练习 2.1.14| 证 明 : 芳 秀 数 J(z) 在 区 问 工 上 处 处 连续 且 为 - 
证 耳 - 月 反 证 法 若 了 不 严格 单调 ， 则 

了 (zi) < 了 (zz2)， 

了 ma < ma < ras 或 Jlaa) > f(za)， 


一 情形 可 类 似 得 证 ) 比较 7(ea)， 
Esc aa st 了 (CE) 一 了 (ma)、 


flza)> 了 (za) 、- 
了 (za) < J(ma) 
了 (mi) 生 了 (rs) 所 秆 续 两 数 介 信守 强 | 


ytea), 义 不 妨 设 


不 护 设 sy(za) < 7(za)，7(naz) > jy(zs) (后 - 
3 ml < 
_- 轴 射 穆 质 ， 玖 有 结论 ， 


4 (A 为 有 限 数 )， 


+a) 上 右 界 。( 复 是 大 品 j 


于 是 直 二 二 二 oai 但 了 的 一 了 ea) 这 生 了 是 一 
Fa) 在 [ay+eo) 上 连续 ， 几 Ht 了 (m) = 则 了 = (nm) 在 Ia 


练习 2.1.15| 如 果 了 一 
I7(m < 人 十 工 


证 明和 由 _limue yte) = 4 知 
3X>o 一 < 
又 了 在 [oa X] 上 连续 ， 而 有 并 
3 An > 0， st, E [a,X] = fl < RM 
人 MamaxfMaA+ 直 则 十 >a 一 17(al < ML, 这 更 明 了 圳 办 
要 在 ao 昌 上 纸 了 
本 
试 证 ;flz) 在 (a,B) 上 右 最 大 什 ， (西北 大 学 ) 
证 明 ， 由 
liam 了 (四 = 一 0， de 有 


ac<ari=fzl< 了 (* 吉 ) 


知 
已 一 Q 
天 二 二 一 st 
3 seedeia 5 吉 ) 
又 了 在 区 +5b 一 可 上 连续 ,而 有 地 大 值 ARA4. 由 
We<al5 fts 了 (下 ) < 


6 和 ash 一 了 (zz)< RM 


5<e<bwflel<r(" 起 ) < M 


aa<z<b 一 


即 知 M 就 是 了 在 (oa; 吕 上 的 最 大 值 . 


若 函 数 ffz) 在 刀 上 有 界 ,， 令 
My(zoy6) = sup {7(z)i E 卫 ， lz 一 zol < 5}， 


7mf(zoy 6) 一 inf {(z)i ze 三 一 zol < 5， 
的 极限 存在 ; (2) 函数 f(z) 在 ro 处 连续 的 充 要 条 件 是 : 


证 明 : (1) 当 5 -。0+ 时 RMr(zo,5) 一 myf(zo'9) 
(西北 大 学 ) 


ji [My(zo' 9) 一 myf(zo,0)] = 0， 
证 明 ， (1) 易 知 My(zoy5) 是 5 > 0 的 递增 函 i 而 

调 直 0 > 数 , my(zo 5) 是 6 > 0 的 递 短 函 数 ， 从 而 RMTy (moy 5) 一 mf(mo,5) 是 5>0 的 训 

jam DMy(zo9 一 my(zo 人- jy(eo 9 一 my(mo, 5 


存在 (理由 : 单调 函数 的 左右 极限 均 存在 ). 
(2) 生 : 当 |lz 一 zol < 5 时 ， 
了 lz) - f(zo) < My(eo,6) 一 my(zo,5)， 


(lzo) -fmz) < Mr(zo,0) 一 mmf(zoy5). 


于 是 
lf(z) - (lzo)l < Mr(ao,5) 一 mrtzo,6). 


令 6 一 0 即 得 
sim lf(z) 一 7(zo)| = 0. 


这 就 说 明 了 在 点 ro 处 连续 ， 


一 : 和 由 了 在 mo 处 连续 知 Ye>0D 引 5>0，st. 
-aol < ye -faal< 三 -Jeol- 三 < fm)<yteo)+ 


RHy(=o,5) < 了 (mo) 十 宁 mmaf (moy6) > 了 (mo) 一 杀 


Rd1y(zmoy5) 一 my(taoy5) < 


令 6 一 0 知 
lian [My(ao' 可 一 my(mov5)] = JSLMr(eo' 本 一 my(aoy5]] < 


由 <>0 的 任意 性 即 知 JiamaDMy(o,9) 一 my(zo,5)] = 0. 


练习 2.1.18] 议 琴 数 y = 7() 在 区 间 fa, 避 .上 有 闪 ， 试 证 示 数 
mm = 让 7(0， Me) = atPo 了 GD 


在 [a, 吕 上 左 连续 ， 并 举例 说 明 它 们 可 以 不 右 连续 
证 明 ， 由 


mn) 下 fy 一 一 ARC7G] 


知 仅 需 验证 M(z) 左 连 续 . 易 知 Rx(z) 是 递增 函数 ， 由 -上 确 界 定义 , 对 a < oo 么 byve>0， 
us< al < zolst, flai) > Mno)-e 一 Mei)> fm) > M(zo) 一 5 


取 5- no-ai>o 则 当 m=zo-5<z<czo 有 时， 
Mteoj 一 e< Mea) < Ma) < Meo)< Mao)+e 一 MG) -Mol <e 


这 就 证 明了 AM(m) 的 左 连 续 性 . 
取 [ 王 1 世上 的 函数 


一 五 “一 才 到 < 才 0 
-1L1，-L<m<s0 
flzlj)=10 ， zz=0 一 M(z) = 
0<m<1 
1 0 王爷 入 工 s 


在 z = 0 处 不 是 右 连续 的 ， 


练习 2.1.19 | 已 知 
2 包 委 了 < 工 人 213)， 


ro-{ 天 +I，R<m<k+I 
出 9(g) 在 各 点 处 的 左右 连续 性 . (北京 航 室 航 天 大 学 ) 


求 函数 g(y) = sup z 在 > 关 0 时 的 只 体 表达 式 , 并 指 
了 (=) 和 2 
解答 .由 
| = SUpz<yz 一 妨 


g(y) = sup 严 一 
了 ()SY 


知 g 在 9 = 2,3,…… 处 右 连续 ， 左 不 连续 , 其 余 各 点 连续 ， 


0 和 4< 工 
supl_isscke=R <y<R+l 人 一 了 2 


鞋 时 ,有 flom) = fla) 试 证 了 在 = 处 右 连续 . 
0 和 师 3mN， s 引 < 取 


MT 站 一 
=0. 设 M = 强加 则 对 Ye> 0, 由 lim。 放生 


(z) 在 [0,1] 上 定义 ， 并 且 有 界 , ab> 工 为 二 常数 , 0 系 闻 到 


证 明 ， 在 flaz) = bf(m) 中 令 m=0 得 了 0) 


5 二 吉 > 0 则 
flaz) ”了 azz) 了 (ava) 
0<z<6> 一 lz)= 和 = 
| RM 
-al<IeRS< 认 << 


1 RE 所 ) 
= 一 < 二 <1|. 
(e<s EC z< 工 


瑟 为 Y 轴 上 的 闲 集 , 试 证 三 +(Z) 为 X 轴 上 的 闭 集 ， 


设 fc) 为 XX 一 耻 的 连续 函数 
证 明 ， 
一 zoe 了 -IOB) < 人 3 fj (OP) azn 一 70 
二 af(en) 一 flzo) (连续 ) 
二 fleo)e 严 (FE 是 闭 集 ) 


人 coef-1(P)， 


证明: 3 zo e [far 细 ， 语 


(ea) = flznci) 们 一 了 2 
; 之 问 使 得 g(zo) 一 1 国 
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生 可 了 22] 本 区 妃 9 在 本 上 网 了 间 训 加 本 全 和 
7 ) 一 ylzn) 与 en 一 TCen+ 同时 则 巾 运 续 摧 数 介 令 定 再 ， 3 ao 在 mmyzn+ 
王 明 。 着 习 mw 2 间 号 - 不 妨 设 gtzn) -7(zn) > 0. 于 
了 (mn+1) 一 J 了 (zn) 一 9(mn) 一 了 (mn) > 0， 
Leo ea 上, 在 g(mnm]) 一 和 | 


问 及 单调 有 界定 再 ,3 mh， st er 
上 加 ， (7(zn)i 严格 闻 增 ， 则 (en] 严格 递增 《 递 焉 )， _ 
), 这 与 { 了 en) 喇 


进 增 《地 迪 )，(enjl c [a， 
则 由 了 地 增 知 J 了 (mn) > 了 (mn+1 


习 科 ，8t mn 产 玫 m+11 


香 则 , Y mi fg(zn) 一 


调 , 由 了 草 调 知 {zm 也 单调 
= 7(zo). 
若 


又 由 {fmnj c [o， 


了 在 [a' 吕 二 


{F(mn)) 7 已 
法 证 明 {zn} 也 严格 递增 ， 若 
递增 游历 - 
[a, +ec) 内 连续 , 有 界 ， 试 证 YT, a mm 一 +oo 但 得 


Vina[7(en + 了 ) 一 mn] 一 0 


证 明 ， 设 g(z) 一 Je+I) 一 (me)、 先 证 : 
VEe>oyX>a am>X St， lg(e)l| < E， 


用 反 证 汰 , 关 则 ， 
aeo>0, 3Xo>a Yam>Xo， lg(m)| > so- 


> Xo，9g(z) 和 一 0 


了 此 由 和 续 十 数 介 人 定理 ， 
Vm>Xo, g(z)> co 或 了 
不 妨 设 前 -情形 成 立 , 而 
JCxco + = 吕 woo xm yxo+ 一 DO1+T(CXa) 
攻 忌 vom 4 一 TI) + 
> (nm 一 Tso + 了 (Xo) 
全 得 JimTCxo+nT) 一 +on 这 与 了 有 界 矛 质 。 故 有 结论 ， 
st. lg(zn]| < 过. 这 即 表明 limug(mn] 一 0- 
= 了 (ly)， ay-= 强 


一 旦 (9) 成 立 ， 则 对 VmeZE+, 大 一 mm 而 3 zn >m 
了 (m). 试 证 ; 至 少 存在 组 不 同 的 解 (za 使 得 了 (加 ) 


了 在 [oj 可 上 连续 (m 为 自然 数 )， 7(0) 一 
组 解 ,假设 当 ma = 时 结论 成 立 , 则 当 中 一 | 


当 交 一 工 时, 7(0) = 了 (D， 而 (zy) = (0,1) 即 为 一 


-一 一 
练习 2.1.24 


为 整数 . 
证 明 。 对 mm 作 数学 归纳 法 - 
时 , 令 g(z) = Je 十 思 一 7(z), 则 
大 
7(0) = JE+D 一 2190 一 0 
斌 0 
在 [o, 周 上 考虑 函数 g(z)， 由 
太 
留 计 9 < 天 名 < 加 叶 9 
及 连续 函数 介 值 定理 知 
atefa 吕 st glzoj=0 一 了 6 一 TD 
这 表明 (,E+ 1) 为 一 组 解 . 
作 函 数 
“-| 了 (z)， 0<zm<8 
flz+1D，86<m<k (平移 相 接 ) 


则 9e(o) = 7(0) = 7(R + IT) = 2( 有 ). 按 归纳 假设 , % 有 大 组 解 . 设 (m, 相 十 mm) 为 一 组 解 , 则 若 卫 二 me < 则 
(9) = e(m) = 9 人 十 mm) = 了 (十 rm)i 


背 刀 > 6 则 
fm+DTD = en) = em+m)=7m+mm 二 1， 


车 9 < 上 <7+m 则 
f() = pm) =PmT+m)= n+ 人 十 1 
由 上 的 贡 


不 管 如 何 , P 的 一 组 解 (7 7 + rm) | 组 解 
和 条 ，e 的 一 组 解 都 给 出 了 了 的 一 组 解 (n+ mm mm 十 了 或 mm 十 D) 且 中 的 
也 不 同 《由 上 论述 知 要 分 讨论 )，; 7 
9 种 情形 分 别 讨论 )， 这 些 由 % 生成 的 了 的 解 与 (上 , + 1) 不 同 ee 了 上 7 有 和 
上 论述 即 可 看 出 ). 因此 , 于 有 K 十 | 
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练习 2.1.25 】 用 仙界 存 在 原理 〈( 非 空 有 上 
ee (ab), 使 (ec) = 0. (西北 大 学 ) 
证 明 -。 不 纺 设 7(a) < o, 7(6) > 0, 令 


《下 ) 界 数 集 必 有 上 《下 ) 界 ) 证 明 :; 若 fla) 在 [a,bj 上 连续 ，f(a) 。 了 (6) < 0, 则 存在 一 点 


4A=ieefaui fm)<0l. 


则 由 as 4,， 4 己 世 加 知 4 非 空 有 罪 ， 质 确 界 存在 硕 理 知 c = sup A 在 在 

e+ 二 4 人 (e+ >0=~ fc) = ms 了 e+ 元 ) > 0 

另 一 方面 , 对 VmezZ+,，3a cneA， st 二 <on<e 而 

7 
imomn =e 一 7(c) = lin 了 (mm 和 0 

因此 ，7(c) = 0. 
练习 2.1.26| 设 7(z) 在 [a, 避 上 连续 ，7(a) . F(b) < 0, 应 用 闭 区 问 套 原理 证 明 ， 至 少 存在 一 反 Se (ab), 位 得 JE) = 0，( 北 京 科技 
大 学 ) 

证 明 。 将 [ay 昌 二 等 分 , 荐 了 ( 全 十 ) = 0, 则 结论 已 证 ; 青 则 , 两 子 区 问 由 必用- 一 个 了 在 咒 点 处 错 号 ， 设 为 talbi]' 并 对 aaybal 二 
等 分 . 如 此 一 直 做 下 去 ， 要 么 在 某 二 等 分 点 处 ，f 取 值 为 0， 而 结论 自明 ; 要 么 得 到 一 列 闭 区 间 套 {[an,bn]}2_-, 了 在 端点 处 内 苇 ， 岂 
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证 一 
及 一 0 的) 


据 闭 区 间 套 定理 ， 
al6e[anbn] (ynm>DT)， 


从 而 
imsan =E= inubn 一 ,imf(an)= 了 (GE) = imof(bn)， 
因 - 大 在 端点 处 异 号 , 我 们 最 终 得 到 7(E) = 0. 
练习 2.1.27| 用 有 限 覆 盖 定 理 证 明 连 续 函 数 的 零点 定理 ; 若 f(z) 在 [ab] 上 连续 , 7(a) . 了 (b) < 0, 则 存在 s [a, 口 ， 使 得 了 CS) = 0 
(四 川 大 学 ) 
证 明 。 用 反 证 法 . 若 Y ze [a, 吕 ,7(z) # 0, 则 由 连续 函数 的 保 号 性 知 
3 6o > 0，st. (z 一 5om+6ze)mn[a'b] 


内 也 保持 同 号 ,由 
辣 [a,b] cuee[ea](z 一 5 十 6z) 


及 有 限 驻 盖 定 理 知 
[o, 避 < wai(mi 一 Gaini 十 5ni). 
相 邻 接 的 两 区 问 因为 有 公共 点 ,而 了 同 号 - 这 就 推出 f(a), f(b 同 号. 这 与 题 设 矛盾 ， 故 有 结论 ， 
和 2 了 在 时 一 ,b]， 
练习 2.1.28 用 闭 区 间 套 定理 证 明 连 续 函 数 有 界 性 定理 ， 即 若 f(z) 在 闭 区 间 [o, 世 上 连续 ， 则 存在 M > 0, 对 一 切 me [o, 吕 


上 (ez)l < RM. (华中 师范 大 学 ) 


证 明 。 用 反 证 法 . 若 
VKREZ+， 3 mke[a: 晤 st. |f(zh)| > 及 
2 _- 直 做 下 去 , 得 到 一 列 闭 区 间 套 
一 等 分 则 两 子 区 间 中 几 有 一 个 含有 {mh] 中 无 穷 多 项 设 为 [anyba]' 再 对 [aa 人 如 此 一 直 做 下 去 
f 有 每 个 [an bn] 均 含 有 {zh]} 中 无 劣 多 项 , 而 本职 kr ] 上 oo， st mn 和 [mon 
Qmy omjjm=1， 0 
bn 一 an 一 2 一 om 一 中 
据 闭 区 问 套 定理 ， 
16e[anbn] (Ym > 了 
而 
1 = Jiamlf(ekn)l = +o， 


这 是 一 个 矛盾 . 故 有 结论 . 


2.2 一 致 连续 性 


设 了 是 区 E 
T7 了 下 T 机 工 上 的 哺 数 ， 试 证 如 下 三 条 人 有 好 轴 关 系 ; 1 =* 2 = 可， 
函数 有 界 , 即 : 3 RM > 0 使 得 |f(z)| < M (Y me 门 ， 


2) 于 在 工 上 满足 Lipsehi 
3) 了 一 将 连 续 . ipschitz 条 休 , 即 : 3 了 > 0 使 得 |flz) 一 fm < Im 一 | (Yan 站、 


证 明 ， 若 
月 ， 若 (1) 成 立 , 则 由 Lagrange 路 全 定理 ， 
lfle) -ye = Ite)le' 一 as RMlm 一 oil， Y am" e 工 
故 (2) 成 立 . 
若 (2) 成 立 , 则 对 Ye> 0,35=e/> 0 st， 
aaverila-al<5=1fle 一 es Lim -办 <L5m 
故 (3) 成 立 、 
出 今 设计 如 下 的 实验 : 取 一 根 内 空 沁 和 为 E 的 贺 形 其 


续 
4 = 了 m) 的 由 线 平移 从 管内 穿 过 ， 洲 不 论 < > 0 怎么 身 ， 
， 罕 则 就 是 下 一致 连 线 


[练习 2.2.2] 设 flz) 在 区 间 工 上 和 定义 为 了 检验 了 在 工 上 是 理 
(e > 0)， 被 取 长 度 为 6 的 一 段 (5 > 0)， 将 下 管 中 轴 与 = 轴 平 行 放 好 ， 然 后 
要 事先 将 妃 管 长 度 5 > 0 取 定 足 够 短 ， 直线 就 能 平移 穷 过 此 管 ， 单个 穿越 过 程 ，5 无 需 改 变 ， 惠 么 就 在 工 上 一 了 [ 馆 和 
问 这 种 理解 正确 么 ? 

( 注 ， 一 致 性 主要 体现 在 斐 个 穿越 过 程 , 6 无 需 改 变 上 1) 是 

解答 。 这 种 理解 正确 、 圆 形 访 管 不 动 ， 了 的 图 像 动 ; 等 价 于 了 的 疼 像 不 动 ， 况 履 痢 管 动 (参考 系 达 取 不 同 而 已 ) 妆 四 甩 直 管 的 中 轴 
(moygyo) 在 了 的 图像 上 时 ,yo 一 7(zo)， 而 据 实验 可 知 = > 0， 365> ost.lz 一 zol<5 一 If(a) -了 T(mo)l < ec/2. 注意 到 E > 0 的 任 
意 性 , 6 > 0 再 选 好 < 后 就 不 变 , 我 们 知 了 是 一致 连 续 的 反之 也 正确 


冰 数 ja) 在 [a,b 上 一 致 连续 ， 又 在 [可 上 一 臻 连续 ,<b < 用 定义 证 明 : f(z) 在 [aq 上 一 致 连续 ， | 
证 且 双 < > 0, 由 j(z) 在 [o 吕 小 一 致 连续 , 又 在 [bc] 上 一 臻 连续 知 3 6 > 0,62 > 9， 8 
aavE[a 一 区 < 中 一 If(la) 一 Te1< 凶 
ae 世 中 罗 -o<5 一 If) Ja < 所 
取 6= min {5a, 52} > 0, 则 当 az e [a， cl，lz' 一 4 < 5 时 ， 不 妨 设 z' 么 2 
荐 几 芭 已 则 玫 么 咪 么 久 而 |7(z) 一 fm | < 也 
荐 赂 > 已 则 凡 > 才 > 思 而 fr 一 flzO1 < 到 
若 z <b<zy， 则 le 一 圳 < lm 一 吕 一 6, 而 
fle) 一 TeoO1slfleD) 一 7 1 加 -TaO1< 三 + 三 一 < 


遇 在 四 an 下 Tipsahitz 和 作 ET < 1 改 癌 才 ) 在 fo, +eo) 上 一 至 连续 (武汉 大 学 ) 


证 明 . 死 证 当 0 < a< 工时 ， 
(e+ 人“ 和 az zi > 0. 图 


事实 上 , 不 妨 设 = 和 2 
(z+ 切 " 么 T 十 3 


多 有 ZN 
-人 
< 人 HT 和 妈 十 工 (0<t<1) 
的 二 全 + 一 权 -和 攻 0 乓 4 有 革 


-| f(0) =-0 


了 由 = at+1lc 一 ate-1 <0 


由 (10) 知 
Das<y2>aorg 和 =Ep+U-ac<m+ 直 -mo 


一 0<g -az 和 < 二 m 
os<azg 一 一 zl< 有 yz 


对 ye> o 由 了 在 [0,+oo) 内 满足 Lipschita 条 件 及 练习 2.2.1 知 
36> 0 st ua>o0 人 a- 吉 < 责 一 上 四 一 fo< 
也 
芭 6=67 >0， 则 当 m,zy > 0 lm 一 外 < 时 ， 


lz -selsle-ye<6c = 一 |floc) 一 To) <e， 


练习 2.2.5 | 证明: zy = sinv 瑟 在 (0,+oo) 上 一 致 连续 (武汉 大 学 ) 
证 表 ，Ve>0,356=ez>0，st. zy> 0 lz 一 相 <5 时 ， 不 妨 设 亚 > 2 
lsinvE-sinV 引 = 2 En 人 
<a| 交 5 < ver< 5 


用 不 等 式 叙述 (ze) 在 (ab) 不 一 致 连续 ， 《内 硼 古 大 学 ) 


练习 2.2.6 
解答 . 
aco>olVv5>0,acye(a'b， 一 咱 <5 7) 一 了 (WII > so 
练习 2.2.7| 证 明 : g(z) = sin 工 在 (o,1) 上 不 一 致 连续 (中国 科学 院 ) 
证 十 其 是 
E 昌 - 区 
2 
则 
,imu(zn 一 2n) = 0， If(zn) 一 了 (yn]| = 1 


据 书 第 149 页 例 2.2.3 知 结论 成 立 . 
= {zi0<z<1) 内 一 致 连续 ， 但 在 mv Ja = 


证 明 : 函数 f(z) 一 JE 在 每 个 区 间 = {mi 一 << 0}，J2 


[1 非 一 臻 连续 ，( 北 京 航空 衣 天 大 学 ) 


{fzi 0<z| 
证 明 ，y 在 呈 r 上 连续 , 且 
-LS 
补充 定义 在 端点 处 的 值 如 上 , 则 了 在 [一 1, 0] 上 连续 , 而 一 致 连续 - 月 然 了 在 厂 上 一 臻 连续 , 了 在 J2 上 的 一 致 连续 性 类 似 可 证 - 
但 考虑 .iu .2 时 ， 
3 mm 一 ， 3m 一 = 业 ， S 七 。 jinmu(mm 一 yn) 一 0， 
2sin 圭 
半 一 2 关 0. 


Jiml7(zn) 一 Ja = im 一 荆 “ 


aln| 


据 书 第 149 页 例 2.2.3 知 了 在 呈 7 局 上 不 一 致 连续 . 

证 明 ， 周期 函数 只 要 连续 必定 一 致 连续 - 

全 > 0 的 连续 函数 . 由 了 在 [一世 27] 上 连续 知 其 一 致 连续 : 
VE>0,36< (0, 工 )，s 忆 lz 一 串 < 5 一 If(z) 一 TU) < e 


练习 2.2.9 
证 卫衣 泌 是 及 上 的 周期 为 
吉 < 6 可 设 zs[kT， (+DT] 而 ye[R 一 Dr,(e +32)I]. 于 是 


对 myE 玉 ,| 一 
lflz) - 71= ft 一 KZ 了] 一 fy 一 TI<e 


最 后 一 步 是 因为 
oO<z 一 kiT<7 -Ts<a 一 ART<27， im- 人 -RD 可 < 


证 明 : 在 区 问 工 上 -一致 连续 的 二 函数 的 和 与 差 仍 在 TI 上 一 致 连续 . 


了 在 区 间 工 上 一 致 连续 , 则 对 Y< > 0， 


< 下 -TO < 字 


证 明 ， 设 帮 
3 61 > 0，s 必 , 纪 


0 atom -让 < 盖 一 9 了 


名 < 5 时 ， 


+g()1< If(m) 


5 62} > 0, 则 当 m)2 ET | 一 
_JIHeGa -on < 呈 + 一 


取 5= min{ 
|[f(e) 土 g(z)] 一 [7( 细 


这 表明 了 土 g 在 工 上 一 致 连续 


\2.11 | 证明， 洒 
四 : 若 (-oo, +eo) 上 的 连续 函数 y = fa) 有 极限 


则 和 二 二 Hoy(z) = A， limu fla) = 已 
明 ， 由 和 上 一 致 连续 ， 
ye 一 人 ulimuy(z] = 互 及 Cauchy 收效 准则 知 


Ye>oD 3X>o asd | my>X 吓 lf(e) 一 fl<< 
六 大 十 ms -Xmlfo) 一 TI<< 

了 在 广 X -了 ,并 二 1 上 连续 而 一 臻 连续: 

36e(ol st. -X-1<my<X+l 四 - 吉 <5 一 fm) 一 TU << 

9 E (一 oo +oo) | 训 一 可 < 5 可 讽 么 坟 

ee 则 =<y < 一 X, 而 |flm) 一 7 <e， 

和 w 和 天 二 其 全 天生 同人 罗 人 人 

攻 >XH+D 则 X<azs<sX+l<t 而 |f(le) 一 TV <E 


设 单 调 有 界 冰 数 了 在 区 间 工 (T = (a, 昌 或 工 = [a,+o) 上 连续 , 求证 : 
证 明 。 不 妨 设 了 递增 有 界 、 
当 工 = (oa,b) 时 ， 


标定 法 上 一 致 连续 ， (北京 师范 大 学 ) 


JU 一 0) = M=_suP 了 ( 


a<t<b 


yla+o=mm= _inf if(， 
aa<t<b 
一 a> 0, 则 


st Flea) <m+TEe: 取 5 一 1 


存在 . 事实 上 , 由 下 确 界定 义 , Ye > 0 3a < ml < 总 
If(m) 一 mm < < 


am 一 ms) < 人 n+ 一 


这 表明 fla+ 0) = m-. 7(bP 一 0) = AZ 可 类 似 得 证 . 
既然 fa + 0), 7(b 一 0) 存在 , 我 们 可 以 将 了 罕 端 点 处 补充 定 义 如 上 ， 而 了 在 Ia 器 上 连续 ， 于 是 了 在 [o， 
(oa, b) 上 一 致 连续， 
当 了 = [a, +oo) 时 , 类 似 可 证 


口上 -到 过 统 . 自然, 融 


im 了 (ae) SR 了 (区 
存在 . 据 书 第 151 页 例 2.2.7 知 子 在 [a,+oo) 上 一 致 连续 . 
练习 2.2.13 在 有 限 开 区 问 工 上 一 致 连续 的 二 函数 之 积 仍 由 一 致 连续 问 商 的 情况 怎样 无 劣 区 问 上 关于 积 的 结论 是 否 还 成 立 ? 证 明 
lim_ 了 (te) 存在 ， 补充 定义 了 在 端点 处 的 值 如 上 ， 则 于 在 fa, 双 


证 隔 ， 设 了 = (a, 吕 -由 书 第 151 页 例 2.2.6 知 im Te)，Jim 
续 . 类 似 地 , 9 在 [fo 器 上 连续 . 于 是 7(z)g(z) 在 [可 上 连续 , 而 一 致 连续 - 商 的 情形 是 错 的 .比如 (0, 1) 上 的 一 致 连续 函数 1, r, 其 
I/z 不 一 致 连续 : 
(但 二 苔 三 人 
di ( 县 二 ) 二 是 宙 ( 翅 7 区 这 
2 在 0, 二 oo) 本 | 


当 区 间 为 无 穷 区 问 时 ， 则 关于 积 的 结论 不 一 定 成 立 . 比如 (0， oo) 上 一 致 连续 角 数 f(z) = g(z) 一 m， 但 f(z)g(r) 一 严 


致 连续 : 
1 IN 2 
lim [+ 习 -中 limn (n+ 一 m |=20. 
史 一 00 人 由 一 加 如 


14 
求证 Jo) - 2 在 [o, +o) 上 - 致 和 续 ，( 哈 尔 尝 工 业 大 学 
证 明 。 不 断 使 用 L'Hospital 法 则 ， 
lim_yf(z) = lim 


一 十 o0 一 十 四。 em 


据 书 第 151 页 例 2.2.7 知 结论 成 立 . 


设 实 函数 7(z) 在 [0, +oo) 上 连续 , 在 (0, +co) 内 处 处 可 导 , 且 _lim_ lf (z)l = 入 (有 限 或 +oo). 证 明 : 当 且 仅 当 双双 
有 限 数 时 ，F 在 [0, +oo) 上 一 致 连续 (清华 大 学 ) 
证 明 ， 当 4 古 有 限 数 时 , 由 lim | 太 (z)| = 入 知 
习 大 > 0， sz 关 和 一 ja) 一 AI<I1 一 上 (zl<A4+1. 
据 练习 2.2,1 知 太 在 [X, +oo) 上 一 致 连续 , 类 似 练习 2.2.3 的 证 
上 过 "ev 明 可 知 一 2 
当 4 = +oo 时 ,由 mn IFP(zj| = +o 知 了 在 [oa, +oo) = [oa, X] w [X, +oo) 上 一 致 连续 ， 


三 
一 十 oO ec 


VYmEZ+，3 Xn，st.mz>Xn 一 | 了 (zz)| >m， 
于 是 
珊 |(x+)-z| -ok 人 (zx + 
0 包 人 m 十 一 | -了 Xn)| = 的 
由 书 第 149 页 例 1 | 机 
2.2.3 知 在 [0, +oo) 上 不 一 致 连续 . 


形 i9 以 


练习 2.2.16 | 示 数 7(z) 在 开 区 癌 (a, 名 上 有 有 界 的 导 还 数 ， 且 lm Jr(z) 与 JR 也 (m) 均 存 企 且 有限- 试 证 : 

(IT) 7(z) 在 〈(a, 5 上 一 致 连续 ; 

(2) 有 了 (下 )， im 了 (z) 均 存在 - 

证 明 . (1) 令 5 = (zj 则 9 在 (ab 上 连续 ,及 _lim, g(z) 与 
六 (za) 在 [a, 避 上 连续 , 而 有 界 . 据 练习 2.2.1 团 知 j(aj 在 (ab 上 - 

(2)] 由 书 第 151 页 例 2.2.6 知 im Fe)， lim 了 (me) 均 在 在 . 


[ 藉 习 2.2.17| 着 f(z),g(z) 在 区 间 工 上 上 有 有 界 导 前 数 ， 它们 的 乘 积 是 看 一 至 可 续 ? 为 什么 ?7 
解答， 不 一 定 ， 比 如 及 -上 的 表 数 7(z) = g(z) = m 了 (ze) = gm) = 1 全 Ta) gt) = mm 在 吧 由 不 一 致 连续 《详细 证 咖 见 练习 


过 妇 二 的。 
当 工 为 有 限 区 间 时 ， 由 练习 2.2.1 入 了 (zz)，g(z) 在 工 上 上 一致 连续， 放 提 练习 2.2.18 知 y(m)gta) 在 工 上 一 致 加 续 。 


了 lm_ eg(z) 存在 ， 补 充 定 义 g(z) 在 端点 处 的 俩 如 上， 即 名 


人 - 致 连续 ， 


练习 2.2.18 | 讨论 下 列 函 数 在 所 给 区 各 上 的 一 致 连续 性 . 
(YY=vElnz, 在 [1,+oo) (北京 大 学 ) 
(2) y = ln m, 在 (0, +oo) .上 ; (武汉 大 学 ) 


(3) y = 世 = > 0; (中 国人 民 大 学 ) 
(4) y = Ya 一 3 Ti, 在 及 -上 上; 
(0)y = v 王 二 可 一 在 及 上 

人 
(6)y 一 /zz 在 及 -上 ; 
二 章 一 人 s 十 于 cos? = sin 3m, 在 及 上; 
人) = 和 (=+Vas TI), 在 及 - 


(9) y = =+aretan|= 6 引 | 了 > 0i 


Go) = = sy 瑟 ， (oo <t< _1) 所 次 定 的 函数 y = y(a). 
解答 ，(I) 由  (z) = 二 知 _limm wy'(z) = 0. 据 练习 2.2.15 知 ytz) 在 [1,+eo) 上 一 致 连续 - 
(2) 由 lw (ze = linz +I| 一 +oo 弃 一 及 练习 2.2.15 知 y(z) 在 (0, +oo) 上 不 一 臻 连续 . 
(3) 由 

冰 团 圭一 -E2A 一 4 曾 类 < 汉 时 ) 


3 ( 避 有 (十 四 )2 


及 练习 2.2.15 的 类 似 证 明知 y(z) 在 [0,+co) 上 不 一 致 连续 ， 


(4) 由 
yz) = 0 (el 一 Ha) 
+ Sato2+I 二 马 (z2 十 T) 


及 练习 2.2.11 知 y(z) 在 了 及 上 一 致 连续 ， 
5) 由 
yy(z) = 全 = 省 一 1 (ml 一 +oo) 
33zs 一 z2 一 十 革 


及 类 似 练习 2.2,16 的 证 明知 zy(z) 在 玉 上 一 致 连续 . 
(@) 由 
-= 2 十 2 一 1 (ol 一 +o) 
(L+ aa)2V sz 技 


一 致 连续 ， 有 
习 2.2.9 即 知 y(z) 在 疏 上 一 致 连续 . 


及 类 似 练习 2.2.16 的 证 明知 y(z) 在 下 志 
(7) 由 y(z) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 ， 据 练 
(8) 由 


总 于 


寺 
ly (ze)| = | 二 芭 


及 练习 2.2.1 知 y(z) 在 下 上 一 致 连续 . 


、 j(z) = 开 人 下 站 ，9g(u) = arctan tu 
则 -Eren 人 remGr 引 


e (z 一 十 00) 人 (+ ww = ee 一 tai 


一 0 (lu| 一 +o0) 


9 = 1 十 42 


) 即 知 9(7(a) 在 (o+ 


据 练习 2.2.15 知 了 (ze) 在 (0, +co) 上 , g(u 在 下 二 
一 臻 连续， 再 利用 练习 2.2.10 即 知 ytz) 一 严 +g(f(z)) 在 (0， 


(lo) 可 设 a > 0 (a < 0 可 类 似 讨论 ) 由 
Gat 
(的 一 saQ+ 旨 > 0 在 + 
风 此 ,ye) 是 (o,+e) 1 


2.5 《毛利 用 定义 证 明 


一 致 连续 - 由 书 第 150 页 例 2 
十 oo) 上 一 致 连续 ， 


<0 


地 站 有 界 连 续 示 数 据 练 习 2.2.12 即 知 | 


TEL+ 的 7 区 
知 当 + 上 从 _oo 尹 开 时 ,za 昌 从 0 性 +onat 从 3 \\ 3a/2， 、 


在 (-o, 一 1) 上 一 致 连续 , 


om 十 思 试 证 : 了 (z)] 在 Tc, +oo) 上 一 致 连续 . 


Hoc 时 ，y(m) 有 源 近 线 7 


练习 2.2.19 | 设 f(z) 在 [c,+xc) 上 连续 ， 几 
证 明 。 据 书 第 152 页 例 2.2.8 即 知 结论 上 成立 
ee 加， 求生 了 和 | 


练习 2.2.20| 设 ftz) 在 [o,+oo) 上 连续, 凡 lm) 一 


上 


大 学 ) 

证 明 。 据 书 第 152 页 例 2.2.8 即 知 结论 成 立 ， 

| 站 lzl (2z+sin 去 )， 当 王 闪 0 叶 ， 在 R 上 一 致 连续 
练习 2.2.21| 证 明 7f(z) -| 训 二 二 二 他 册 在 

证 明 。 由 

_limpa[f(z) 一 2 一 站 -0= lma[feo + 2 丑 
及 类 似 书 第 152 页 例 2.2.8 的 证 明 即 知 结论 成 立 ， 
-+oeo) 上 具有 性 质 ; 


设 甬 数 j(z) 在 [o, 品 上 上 连续 , 求证 : 存在 一 函数 昌 在 0， 


) 上 单调 上 升 ， 卫 当主 关 已 一 时 ,全 区 = 常数; 


练习 2.2.22 
(人间 在 (0,+o 
(2) 对 任意 ze" E [o, 品 有 


fla 一 few(w 一 7) 
(3) ,im 娶 ( 划 一 0- (北京 师范 大 学 ) 


证 明令 
WO =- sap GeO 一 Te 站 
人 


则 
tb 一 a 一 mt 由 =MI 一 mm ME = 开 计 尹 人 m 一 加 这 直 


由 在 [a, 可 上 和 连 续 , 而 一 致 连续 , 于 是 (3) 成 立 


2.3 ”上 、 下 半 和 连续 
完成 定理 3 的 证 明 . 


证 是。 仅 需 注意 到 7 在 [o, 吕 上 上 半 连 续 


心 .ER le)<flzcoj)，Yzos[o， 日 . 


(GD 
Im ylz) < Jo)， RD glz) < g(zo) 
-> 天 Ha)+elals fo + ERo(e) < yeo)+gGo) 


(2) 


丁 1o<feo> Fo- 本 ,Te)> -To 
呈 。 瑟 


(39) 


了 >09g>0， wa f(z) < f(zo)， ER ga) < gzo) 
一 Im 一 We 
oo < . 王 mo < leojofeo 


理由 请 参考 练习 1.6.1 及 练习 1.7,1， 


网 
1>0 天 J@syo= ia -L >_Ie-eol >、 1 
ea“ soofa > Fan 


理由 请 参考 练习 1.6,1 及 练习 1.7,1 


练习 2.3.2 
证 是。 页 需 把 > 


试 对 下 灶 连 续 芍 数 叙 述 定 理 7 的 对 偶 结 果 , 并 作出 证 叫 ， 
疏 成 和, 上 改 成 下 ,递减 改 成 递增 ，max 改 成 mim， 等 等 


[a,b] 上 分 别 是 .上 、 下 半 连 续 的 , 凡 y(z) < g(m)， 证 另 : 
me [a 避 ,lz' 一 zz <5 时 ,Je 一 ge) < 和 
(2) 试 由 此 排出 Cantor 定理 : 了 (z) 在 [ab] 熙 连 线 , 必 - - 臻 连续、 
证 明 。 (1) 由 7(z),g(z) 在 [ab 上 上 分 别 直 上、 引 为 对 Ye > 0， 
ly 一 miss YYO) <Ym) 1 各 
wasla 避 late>oet aelai mon)>ogtm 一 全 


练习 2.3.3| 设 flz),g(z) 在 
(Yes>o03a5>0， 当 z/ 


人 一 至,=+ 号) 及 有 限 表 区 定理 知 


由 fa, 可 = Yves[a 品 
[aoc vi (m 一 本 雪 < 


取 5= 了 5 > 0 则 对 mave [oj lm 一 < 呈 
31<K<nmnst. nm'e 名 一 字 ,m 十 他) 一 my E (mh 一 5mhymk 十 5mk)， 


于 是 
eek aassaa+5a) Je) <yea SG<alaa+ 王 <ae + 人 
(2) 若 了 在 [o, 吕 虐 和 连续. 在 (1) 中 令 g(z) = fm) 得 到 Y< > 0， 35 > 0, 当 m'a"e [ay 吕 避 一 虽 
交换 其 次 序 ， 我 们 也 有 


注意 到 ze', z 的 任意 性 ， 
la 一 el<5= 一 Te) 一 fm)<e 


因此 , [Flz') - flz)| < < 这 表明 了 一 致 连续 . 


致 连续 


am E 了 lz 一 邓 


假设 Fle) 是 定义 在 区 问 工 上 的 琢 数 ，f(z) 在 
(ze) 在 工 上 一 至 


至 


续 则 Ye>o0,35>0, 当 


练习 2.3.4 
原 二 2 二 5 时 ,fle') 一 7(z") < =， 试 证 

证 明 ， 二 : 显然 成 立 , = 一: 芳子 在 工 上 
意 到 =', z” 的 任意 性 ， 交换 其 次 序 , 我 们 也 有 


lo -el<6= fa 一 fn)<e 


因此 , |7(z") 一 了 (zz )| < < 这 表明 y 一 致 连续 . 


若 画 数 lz) 在 疡 上 有 四, 令 
My(zo,5) = sup{f(m);i ze， lm 一 zol< 引 ， 


mr(tzoy5) = inf ff(m)i zeDD，Im 一 mol < 6}， 

证 明 : (1) 当 5 一 0+ 时 My(zo,9) 一 my (tzoy 6) 的 极限 在 在 ; (2) 函数 f(z) 在 mo 处 连续 的 充 要 条 件 是 : 
Jim [My(zo， 5) 一 my(zoy5)] = 0， (西北 大 学 ) 

证 明 . (1) 易 知 Mr(zo,5) 是 5> 0 的 递增 函数 ,rry (ro， 


函数 . 因此 ， 
lim [Mry(tco, 5) 一 my(zo,6)] 一 inf [Mry(zoy5) 一 mmf(zo, 6)] 
让 5>0 


存在 (理由 : 单调 函数 的 左右 极限 均 存在 ), 
(2) 和: 当 lm 一 zo| < 5 时 ， 
j(z) - f(zo) 和 ff(zoy0) 一 7nf(zo;0)， 
flzo) - f(z) < MT(zo, 9) 一 mmy(mzo, 6)， 


于 是 
|f(e) - f(zo)| < My(zo,5) 一 mn 了 (mo; 6) 
令 5 一 0 即 得 
ulimu lf(m) 一 f(zo)| = 0 
这 就 说 明 y 在 点 zo 处 连续 . 
>: 由 卫 在 zo 处 连续 知 Y< > 0， 365> 0，st. 
jlzol< 三 一 flao) -三 < <To + 到 


lm 一 zol <6 一 |f(z) 一 


于 是 吉 
My(zo;5) 么 了 (zo) 十 3 rm 了 (zoy5) 了 (ao) 一 下 
MT(zo, 0 一 mmf(zo,5) 过; 可 


令 6 一 0 知 
机 [Mrytao) -my(lzo,5] = 让 EMy(eo， 中 一 myf(zo,5)]<< 
由 <E>0 的 任意 性 即 知 jiagBMy(eo， 全 一 mmf(z0,5)] = 一 0. 


6) 是 5>0 的 递 碱 函数 .从 而 RMf(zo, 5) 一 mmflzo， 


咱 <6 时，f(m) 一 了 wm) < 


,ye>oa5>0 当 mm 了 


省 <5 时 ,1(z) 一 fa ) <e 入 


5) 是 5 > 0 的 递增 


第 38 页 


任 取 => 0 ae 国 
司 ， 任 取 < 人 


Ta) 是 闭 区 网 fa 喇 上 的 函数 ， 满足 条 件 * 对 每 一 点 zo e [a， 
Go 十 6) 有 (ae) < 了 (mo)+< 
(1 证 明 7(z) 有 最 大 全 四 
(2) 举例 说 明 7(z) 未 必 有 下 界 。( 北 京师 范 大 党) 证 和 
证 明 。 (TD) 由 厦 意 , Ye e [ai Ye > 0 6 
[ae, 避 < usele 间 (一 5 + 如 ) 及 有 限 和 闪现 各 


[cuEae 一 vt + 5 


本 8 
下 ae 症 和 
< +1， 
忆 yte) sy +1< TO 
因此 , 集合 
A={f(mi @ 委 夭 计 


十 空 有 上 上 界 ， 据 确 界碑 再 知 5 = suP A 存在 ， 按 上 而 界定 义 ， 
3 zmefe'， 人 全 Tem] < 


由 {zmj c fa'b 及 Weierstrass 聚 点 定理 ， 


3 {mjij，zo< [a, 吕 ， mo， 


St。 mm ya< 人 又 由 县 一 mo 下 
ea 归 nm (za 一 5coyzod omo 

据 已 知 条 件 , 对 =o e [oa， bjYe>0， 3 醒 。 天 梧 可 生 才 

> 本人 一 |zmi 一 eol < iao 一 (mi) < 了 (zo) 十 < 


本 是 二 册 st. 了 产 
8 工 <fami)< leo) + 
用 2 
wd 到 = fao), 了 在 9 处 取得 最 大 值 E- 
令 j 一 al 得 5<frol+e 令 eNN0 得 6< (zo)， 又 显然 flzo) 和 后 我 们 最 从 得 到 拉 一 flzo), 了 


(2) 令 
0， z=0 
-| _L，0<z<1 
则 了 在 [0, 了 J 满足 条 作 (主要 看 mo = 0 处 Ye > 35= 卫 0o<z<1 一 了 < fo) + 但 了 没有 下 界 . 
2.4 ”函数 方程 
| 
练习 2.4.1| 设 函 数 Fl(z) 在 (0,+co) 上 满足 
(2z) = 7(z)， _lim 了 (wm) = 全 . 

证 明 : (zc) = 4，z (0, +oo)， (天 津 大 学 ， 湖北 大 学 ) 

证 明 . 对 Yz > 0， 

jz) = fj(2z) = 一 了 (2"z) 一 了 (z) 一 im 7(27m) 二 imayta) 一 信 . 


红 习 2.4.2】 试用 推 归 法 , 重新 证 明 例 2.4.3 与 例 2.4.4. 
二 而， 合 2.4.3， 证 明 : 在 实 轴 上 满足 方程 


Te+ 吉 = (ay7G) 
的 叭 一 不 全 等 于 夫 的 连续 函数 是 f(z) = am (a > 0 为 常数 )， 
事实 上 , 令 y = 0 得 flz) = fj(z)7(0) 一 Flz)j[F(0) -=0. 由 了 不 恒 等 于 零 知 了 (0) = 工 . 对 Y me 妇 , 由 
4 ER 一 T() = fy 一 m7(z) 
各 ja # 0 (二 则 了 = 0)， 丙 虹 7(O) -- 工 及 这 续 冰 数 介 什 定 理 知 fla) > 0, Y me ,特别 地 ,= 了 (1D) > 0 又 对 mm 和 有 


的 -的 


综 上 我们 证 明了 jj(>) = ar, re 
=an rsg@. 又 Q 在 有 中 稠密 , YeeR, 
消 ,3JQ@arn 一 az, 而 据 了 的 连续 性 
y(z) = lim f(rn) = 


刀 一 0 和 im am 二- 


例 2.2.4. 证 明 : 满足 
于 类 上 , 念 = 一 (C): 7(za) = ylz) + fy) (Y ,3y > 0) 叭 -不 性 等 于 零 的 连续 击 数 为 f(z) = logaz (a > 0 为 常数 ). 
世 = 工 得 7() = 27(1) 一 7(D) = 0. 对 = > 0, z 关 1 我 们 有 flz) 半 0. 川 反 证 法 证 之 . 将 3 me > 0, 定 关 工 合 得 


Jr) = 0 则 对 Y rrmme2Z+， 
Tamn) = 7(zn-1) + 了 (rmr) = 一 mflc) 


了 lm) = m[y (et)]] = yt) = fm)， 
了 (z 咒 ) 一 了 ((e* 全 一 na 了 (mt) 串 卫 (mp)， 


于 是 7(z7) = "7(a)，Y 0 < re Q， 氢 有 再 数 得 香 密 性 即 知 


J(y) = 7(ziogey) = logoy .flz)= logoy'0=0，YMH>0， 


这 与 子 不 便 为 零 矛 质 . 故 有 结论 . 
研 然 了 一 > 0, m 关 1 flm) 关 0. 取 定 mo > 1 若 fleo) > 0, 则 
3 >1 一 了 (UV) = logool .fmo) 一 lim fy) = +o. 
3 


据 连 续 函 数 介 值 定 理 , 3 a e (1, +oo)，st、f(a) = 1 这样， 
了 (2) = loga3 fla) = loga 1 


这 就 说 明 1(m) = logo rm，zm > 0. 若 1(zo) < 0, 则 
1 >1 一 Tuy) = logeoy fmo) 一 Vimuy() 一 一 o. 


据 连续 函数 介 值 定 理 , 3 be (1, +oo)，s.t, f(b) = -1. 令 a = 1/5b, 则 
Ta) = -了 自 =1， fl) =logoy'.T(al =logoy (yy>09)， 


练习 2.4.3 | 证 明 : 在 及 上 满足 方程 
flz+a) = 7(z)+T(y) (Ya ER) 


的 叭 一 单调 函数 是 7j(z) = az (其 中 a 为 常数 ). 
证 明 . 由 书 第 175 页 例 2.4.1 的 证 明知 flr) = ar, Yre@ 其 中 a= CD), 对 YzeR， 由 有 理 数 的 稠密 性 ， 


ae 人 (=- 二 =) nmQ@ aasne (cs 二 no 
丈 元 


车 了 递增 , 则 
arn = (rn) < (mr) < 了 (sn) = asn' 


令 交 一 oo 即 得 flz) = am- 若 了 递减 , 则 


arn = 了 (rn) > 7(z) > 于 (sn) 一 asn， 


令 到 一 oo 即 得 7j(z) = ar. 
) = 7(z) + 了 (ly)， 则 如 下 三 条 件 等 价 ; 


练习 2.4.4| 证 明 : 芳 7(z) 在 下 上 满足 7 了 (z 十 3 
(1 7(z) 在 zz=0 处 连续 ; 
(2) yj(a) 在 及 上 连续 ; 
(3) 35 > 0，7(m) 在 (一 6, 5) 上 右 界 . 
证 明 ， 令 s=3y=0 得 fo)=27(0) 一 了 0 一 0 
(y) = JimuL(m) + 了 fy 一 相 ] 


(ID 一 (2): 二 


了 一 亚 


= fc)+Jm 了 的 人 直 一 4 一 z) 
= 了 (m)， 


(3): 由 函 数 极限 的 局 部 有 界 性 即 知 结论 成 立 ， 
辣 喜 = 二 一 
so MI+1> 中风 有 Ye 国 于 


st. |z| < 8 一 ([ 交 ] 十 lzl| < 5 


一 1flojl = 图 人 (| 


(2) 一 
(3) 一 (1): 人 


上 


M =E， 


< 五 
和 


芭 


Fo) .flg)， 则 7(z) 在 及 上 可 向 (东北 师范 大 学 ) 


证 朋 : 芳 在 及 上 和 连续 , 对 任意 my ER, 有 (十 轨 一 起 
通过 = az (a > 0 为 常数 )， 因此 7(m) 在 及 上 可 微 . 注意 


证 是 -由 练习 2.4.2 知 ff(z) 


练习 2.4.6| 证 明 : 当 w>o 时 满足 方程 
flay) = f(m)f(y) (my>O 


的 唯一 不 恒 等 于 0 的 连续 承 四 辣 
本 续 孙 数 是 了 (z) = me (a 为 常数)， 


J(m) =y(vE)y(V) > 0， 


着 3 mo > 0，s-t. 7(zo) = 0, 则 
y>0= JU) = 了 ( 世 ) 7(mo) = 0， 
这 与 了 恒 竺 于 0 开 所 , 履 y ee > 0，f(z) > 0. 在 flay) = ytz)7(o) 西 巡 团 时 公允 数 得 
Imny(ey) = Iny(e) + Iny()， 
据 练习 2.4.2 知 hn f(z) = logs me，(b > 0 为 常数 ) 于 是 
灶 
和 (ane)m -aa 一 (= 十) 


了 (ma) = elogam = ein 


求 在 下 上 满足 方程 
(Y my eB) 


(zy) = (zj7(y)， 


的 一 切 连 续 范 数 ， 并 证 明 不 连续 函数 f(m) = sgn z, 在 民 上 也 处 处 满足 方程 , 
证 明了 = c 显然 满足 题 中 条 件 ， 以 下 设 了 天 <. 由 
(ea] = J(z)f() (Yma > 0 


及 练习 2.4.6 知 f(m) = ma, z > 0 (a > 0 为 常数 )- 辽 
1 = 7G) = 了 (DTF(-D 一 了 (-1D) 一 二 1 


若 7(-1) = 一 1 则 
= <0= fla) =- 7(-Df(-z) = -1 (一 一 ll” ， 
于 是 
一 zl|"，z<0 
flz)==1 0， z=0 . 
2 纪 >0 
若 f(-UJ = 了 则 
z<0= fla)= TDTfCa) 一 (2 一 他 六 
于 是 
lzl|"， 一 <0 
Jo-=1o0 am=0o =lz， 
剖 2 >0 


一 |zl|"，z<0 


综 上 , 要 么 了 = ci 要 么 jz) 一 1 0， 
全 刀 >0 
对 sgnz, 只 需 对 z < 0z=0z>03<0y=0y> 0 分 情况 讨论 ( 共 9 种 ) 即 知 sgnm 在 上 也 处 处 满足 方程 . 


zz=0 (a>0)j 要 么 了 (z)= zj” 


设 冰 数 ftz),g(z) 在 及 上 连续 有 界 ， 满 足 方程 组 


| 


flz+a = flz)f(y)+g(z)g(y)， (weiye 耻 
gza+a = flz)g(y) +To)g(m) 


及 (0) = 4 9g(0) = 0. 证 明 : fj(z) = cos ar, g(z) = 土 sin az (其 中 oa 为 常数 ). 
证 明 。 (11) 的 两 个 式 子平 方 后 求 和 得 
妃 (cz+ 切 = 瓦 (z) .HT() (Ye 机 )， 


其 中 百 (o) = 72(z) + 2(g， 由 练习 2.4.2 即 知 了 (z) = am (oa > 0 为 常数 )， 由 也 9 有 界 知 联 有 界 、 于 是 a = 1 瑟 型 


Is<llols1l. 
由 7(0) = 工 及 函数 极限 的 保 号 性 知 3 c > 0， st lo| < ce 一 0< f(z) <1. 于 是 39e[0r/2)，st' 了 (c) = cos8- 进而 


1= 72(z)+g2(z) 一 g(c) = 二 sin6， 
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既然 了 (ce),g(c) 已 知 , 我 们 可 由 (11) 求 得 


26 一 sin28 = cos26， 


一 土 sin28. 


了 (2c) = fj2(c) -9g2(c] = cos 
36. 如 此 一 并 做 下 去 ， 得 到 
(2) 


g(2c) = 2(cjg(c) = 2cos6 (十 sin 6) 
- cos36, g(3c) 一 土 sin 


友 然 了 (ch 7(2c),g(c),g(2c) 已 知 , 我 们 可 由 (11) 求 得 了 (3e) 
gmne) 一 土 aitnmg (ZE+) 


了 (nc) = cosme， 


另外 , 由 (11) 知 
(2z) = jyf2(m) - 92(m) = Jatm) -一 Jo = 212(m) 一 1 


9g(2m) = 27(m)9(m)， 
ge- +stn2， 


于 是 在 [o,c] -, 由 子 > 0 知 
c TI 8 冉 
7( 曙 = yy 一 5 conz (3 -= 好 本 5 


如 此 一 直 做 下 去 , 得 
了 (这 ) = cos 有 9 (这 ) =- 二 sn 六 (me24+)， 
利用 上 式 , 及 (12) 的 证 过 程 即 知 
了 ( 付 ) 和 到 9 [| 二 生 到 用 下 (mm EZ+)， 
又 
ni at 
2 2 
一 = 一 ce| 去 王 
2 2 
一 lim DZmc 一 z 
mo 志 
| 7e) = Joy (如 ] =- impeos ( 台 ] = cos(m 
stm) = … 一 土 sin(gm) 
令 a=e/c 则 
了 (mr) 一 了 (c- 3) 一 cas (e=) = cos(az)， g(z) 一 十 sin(ar)，m > 0， 
同 理 , 可 令 f(_e) = cos aa e [o, /2) 则 同上 论述 可 知 
Ja) = cos(tbz)， glz) = 十 sin(bz))， 2 < 0 


在 (11)1 中 令 y= -zz >0 得 
1 = 7(z)f(-z) +g(z)g( 一 z) 一 cos(am)] cos( 一 bz) 十 sin(bm) sin( 一 bm) 


= cos[(a 一 bz]. 


故 a= 驴 我 们 最 终 得 到 
了 (z) = cos(azr)， gl(z) 一 sin(az)， YzE 了 到。 


= f(z)f(y) (Y ms 玉 )， 试 证 了 (m) 在 旭 


于 零 , 在 =0 处 可 导 的 函数 , 在 及 上 满足 方程 了 (m 十 细 


设 f(z) 为 恒 不 等 
等 于 零 , 而 f(0) = 工 所 连续 函数 介 值 定理 即 务 


练习 2.4.9 
下 处 你 可 导 , 并 求 7(m)， 
证 明 ， 令 zz=2=0 得 池 0) 一 [fo = 7(0) = 0 或 00) 一 上 但 f(z) 恒 不 
和 卫 > 0， 
再 由 
Je+Aa) -fl) -feifAm 一 7 四 
人 Ar 
JU(Aazm) 一 70) / 
户 二 AD flmf(0) (Amz 一 9) 
知 
Flz) = (O)f(z) 一 [mn 了 (oz 小 = 了 (0) 
二 Inf(lz)-Inf(0) = 了 (0)m 一 flz) = ef (= 


可 二 了) Lv wide) 的 叭 一 可 导 圾 数 是 Ja) = tan on (其 为 常数 )， 


= ER _ 其 
证 明 : 满足 方程 fm 十 切 一 工 一 Ta)7(y) | 
证 明 ， 令 =3=0 得 70)= 2 着 7f0)， 则 1 f2(0) =2 一 产 (0) = 这 是 一 个 矛盾 . 故 f(O) = 0. 进一步 , 由 
yo Aa yo 至 请 合 - 吉 
Ar 从 吧 
f(Aaz) 1 大 人 m) 


-= Az 1 一 fc)f(An) 


二 PoL+Pol (An 一 9) 


知 
Fla) = 了 (OIL+ 大 (Go)] 一 [arctan f(ml = 了 (0) 
arctan f(z] - arctan 了 (0) 一 了 (0)z 


全 fm) = tan[(0)m]. 
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遇 在 1E 休 有 曙 区 间 上 可 积 卫 在 民 上 处 处 请 中 方 


ye+ 角 = flz)+f(y) (Y ma E 玉 ) 


试 证 : 7(z) = az (其 中 吕 为 常数 ). 叶 
证 明 ， 由 jz) 在 任何 有 界 区 间 上 可 积 知 了 至 少 有 一 个 连续 点 (理由 : 据 实 变 函 数 ，Riemanzn 可 积 函 数 的 不 连续 点 为 零 测 集 ). | 


习 2.4.4 的 证 明知 在 民 上 连续 . 据 书 第 175 页 例 2.4, 知 fla) = am (a 为 常数 )， 


3 ”一 元 函数 微分 学 


3.1I “导数 
练习 3.1. 工 | 计 季 下 列 本 数 的 指定 导数 : 
一 1/ 亿 十 加 v 后 本 
人 realn 和， 求 九 (0)，( 中 四 人民 大 学 ) 
ylm) = (1 + m) 二 mio252 -nrcalm ee 
疝 
ra) = 于 ++a-4ates5e + (1L+ 四 二 ae + (1 二 加 ) 才 to (- 引 
二 芋 -VEIT+Ta5 一 (1 -am)(VILToI)/ 
于 是 VaL- 和 人 
站 各 一 VE 
了 (1) = 五 2 至 十 2 二 .二 十 2 下 (- 翅 + 
-全 , 古 - 同 ,=- 左 -_ 痪 
人 和 2 2 
() ta) = orenen) (e > 0) 求 型 (复旦 大 学 ) 
解答 .由 
了 (e) = msin(sin m) 一 esin(stne” nm)inm 
知 大 () 
一 osin(sin es inm) lnm [ces(sinee ms) .cos(eminmj ,emrinm (inm+iinm 
sin(siner) 
| 
= msin(sinm ) [sem am) ,cos(cz)] :om (lnz+l)lnm 十 Sin 
Cos 人 <0 本 曙 
二 ? 求 PP 华 : 范 大 学 
(3) 7(z) { 于 位 二 呈 ，. 吉 区 冰 求 f(z)，( 华 东 师 范 大 学 ) 
解答 ， 由 工 ?Hospital 法 则 ， 
/ | 了 cz) 一 -Ti In(L+z2) 1i 2rz 
下 四 -有 
灵 (0) = lim 了 一 7(0) -lim ss 一 LT - lim (-sinz)= 0 
症 一 0 一 钙 一 0 一 呈 一 0 一 


于 是 刀 (0) 存在 , 且 等 于 0， 


va) 一 Bimz，<0 
yj-1 az， nzo 


df 机 虹 2 
(0 7 = 万 二 汪 , 思 四 一 70C To) 从 个 四 过 驳 国 (工业 大 汐 
解答 ， 出 练习 1.1.1 () 知 妃 (z) = -55 而 
apa_ VirTzas 1 
dz 工 十 muz2 (十 miz2) 冯 


dy  d2y 
(5) 7%(u) 存在 , V = 7(z 十 2 求 人 (中 国 地 质 大 学 ) 
解答 ,3 = j(z 十 引 两 边关 于 m 求 导 有 
dy 


dy / dy _ 1 2 
虹 -7 人 (+ 开 ) > 忆 -7 是 -7 本 


下 下 -Po] 型 = 也 (w) 两 边 对 亚 求 号 有 


JW dy] dy 1/ dy _ WA( 9 
-par+ 划 时 ra-rans 汪 -YoP+ 型 | 


(四 [+ ? 蕉 ( 鹿 7 Fw (+ 到 


dr 1 1 


工 多 
1 人 (rpm) Yu 
一 TY) 区 一 郊 (wjj 


定 丽 数 , 求 W(0). (浙江 大 学 ) 二 
(6)y = st) 为 = -em 十 2ey sin 中 一 7 2 写意 @ yy= -ye=+ 2ey sin z 一 7 两 边关 于 = | 


解答 ， 将 =0 代 入 了 = 一 ye= + 2ey sin 严 一 
ey cosz 一 了- 


dy 电 s_yee+2ey 型 sinm+2 
三 dz dr 

人 人 1 各 
r(O) = -zY(O) 一 WO) 十 28 一 了 2 (0 一 一 3 


人 ya 有 EE 间 阶 8 Yo) = La 来 Te 下 > 全 伐 学 


解答 ， 由 郊 (z) = [7(z)]” 知 攻 a 
ta) = 2f(m)7(z) = 2y(aj[yf(am)l]2 = 2[7(m)] 


实 上 , 当 m = 1 2 时， 结论 已 证 ， 假设 当 m = 
一 (KRI[J(m)] sa) 一 AI 十 1)[T(e)] 7 (m) 


tan+tt tm 1 有 太 时 结论 成 立 , 则 当 半 = K+ 划 刘 
一 亿 z)] 路 全 四 
Je+tD(m) = [TO(a]] 


= (KR+IIL7(n) 
注 记 ， 其 实 , 了 可 以 求 出 米 、 这 上 吕 是 变量 分 离 的 一 阶 微分 方程 . 若 了 (m) 的 图 像 与 m 轴 相 交 ， 风帆 党 微分 方程 初 值 解 的 唯一 性 知 了 (m) 必 | 
而 jn)(z) = 0. 若 7(z) 的 图 像 与 = 轴 无 交 , 则 了 重大 于 0 或 廿 小 于 0. 令 了 一 y(a), 则 
到 


dy 工 
2 硬 一 二 = CC 一 
世 = 妇 一 do 一 z+C 一 1 本 


_1 Nmn+l 
mi 一 ， 
二 -na 全) 


dy d2 人 
(8) = = all -sinby= al 一 costj 求 孚 ， 了 《中国 海 洋 大 学 ) 


往 用 数学 归纳 法 证 明 fm)(a) 


]*+2， 


解答 、 
dy dy/ 此 asint -sint 
az 一 az/ 一 ad 一 co 工 二 cost” 


dd dd t(1 一 cost 一 sintsin 主 
dy 本 d( 癸 ) 、 d( 束 )/ 旺 站 2 本 cost 一 工 
dzz dz dr/dt a( 工 一 cos 芭 a(IL 一 cos 避 3 
工 


一 at 二 cosi2 
(9) 7-1(z) 为 7(z) 的 反 函 数 ，7[F-1(z)]，7[7-1(z)] 都 存在 , 且 六 [7-1L(z)] 关 0, 证 咱 : 
d27-1(r) [7-1L(o)] 0 
旦 加) -大片 人 (湖南 大 学 ) . 
亚 Ts 
解答 ， 由 原意 , = = 7(g), 3 = 记 -z(z)， 


dz dy 工 
术语 一 了 (2) 一 的 丽 
两 边关 于 mz 求 时 得 
d2a 1 wm dy 大 人) 
5 ao 
利用 y = -1(z=) 即 得 结论 ， 
Co) 允 于 入 上 的 实 函数 ， 若 所 论 的 导数 存在 ， 试 证 有 如 结论 ; 硒 琢 数 的 导数 为 偶数 ， 偶 函数 的 导数 为 厅 稍 数 ， 如 果 将 次 结 讼 
作 。( 吞 ) 一 贷 ，( 偶 ) 一 奇 ， 则 显然 有 : ( 奇 )(2n) = 奋 ，( 奋 )(2"-) = 偶 ，( 个 )2"- 3 一 奇 ，( 偶 )?” 一 借 ，( 和 有 ) (0) 一 0，( 奇 )” 说 


( 偶 )?"-1 (0) = 0 (= 1 2 ). 
解答 ， 若 了 是 奇 函数 , 则 (一 z) = 一 了 (z), 两 边关 于 求 导 有 


(za)(-1) = -了 fm) 一 了 (一 2) = 了 (z). 
故 是 偶 函 数 . 落 了 是 偶 函 数 , 则 (一 z) = jf(z),， 两 边关 于 z 求 导 有 
户 (-z)(-D = 了 (am) 一 子 (-z) = 一 了 (下 )， 


故 旋 是 奇 函 数 . 
11) 设 __ msin4z 2 
人 疫 了 0) 下 守 生来 了 (0) 及 | 7) de (国人 民 大 的 ) 


解答 ，j(z) 是 奇 函 数 ， 而 f(6)(z) 是 奇 函 数 , 而 有 


7(6)(0) = 0， 人 f(e)(z) dz = 0， 


I2) 求 du"(m2 人 | 本 
的 家 ina > os (的 


2 和 上 
(clnm)' = 2=imnz+m 二 =2czlnz 十 z) 


3 4/ 一 工 
(z lnmz) -2mz+2z' 过 +1=2lnm+a3， 
(z2 ln m)% = 
z" 国 
(eznajm -= 2CD” sm 一 3)! 
5 (mn > 3). 


知 
(2zinm+z)dzn， mm = 1 
dr(ezinz)= 4 (2tnm +s)dzn， 人 = 2 
2(-Dn"-s(n- nm 
Ga) 9(z) 在 [~2 3 上 无 家 次 可 微 , 由 My > 0 全 得 2 
纪 
lo)(ml < ny， (3) =intt+an)-inntn= li2,3， 小 
求 gf(0) (k = 0, 1 2，……)，( 中 国 科学 院 ) 
答 。 
解答 。 由 题 意 ， 当 |z| < 172 时 ， g(z) 在 m= 0 处 的 Taylor 展 式 的 余 项 


Cn) 
2 (0) Ad 
人 和 nflzl” < 3 0 习 一 o)， 


于 是 在 Taylor 展 式 中 令 m 一 o 短 


g(z) = 区 2 (el< 引 


可 g(z) 与 In(2 + z) 在 = = lm (mn = 2,3,.) 处 相等 切 妥 书 第 569 页 例 5.3.35 的 证 明知 9(z) = tn(2 + mm), 而 0(0) = 
(ay = CD 一 1 _Dk-i(kR -Ti 
0 (十 2) oo) = 二 。 


(14) 7(z) = zsinwz, 证 明 : 

了 本 = (-Dnm(oznmsinwa -2nw2n-l coswz)。， (北京 理工 大 学 ) 
证 明 ， 对 mm 作 数学 归纳 法 . 当 mm = 工时 , 由 

j'(z) = sinwam + wa coswz， 

扩 (mm) =wcoswmz +wcoswm 一 wzzsinwa = 一 (wzcsinwz 一 2wcoswm) 

知 结论 成 立 . 假设 当 ?ma = 太 时 结论 成 立 , 则 由 
了 (2 一 (-1)k(w2km sin az 一 2kw2k-i coswzm)， 
了 (2k+1) = (一 1)x (ze 辣 吉 站 下 十 让 at6O8 忆 二 二 202 sinwz) 
= (-Ts [ex 十 1)w2k sin wm 十 中 2h+lam cos ea] 
人 一 (了 二 [ex 十 1)w2k+l coswm 十 w2k+1l coswz 一 wak+3msinwa] 


一 (-TD)8+1 [ze+rDasinwa 一 2(R 十 Tiw2(k+D-1cos wz] 


知 当即 = 有 十 工时 结论 成 立 . 


Ga) fo) =- | 生 ， 于 过 0。 求 709(O)，( 华 奈 师 范 大 学 
解答 .由 
sin z 00 (Dez2et+1 
= 2 (1 
(一 
sinz 好 (Dkzzk 。 吕 亚 生 RE， 油 汪 世 
站 GRTIT 名-CNl 


2 在 及 上 处 处 相等 


(- 世 7 ，jf(2m-1(0) = g(2"0(0) =0 (mm 一 1 2 小 
2 人 十 工 


也 关 0 


= g(2")(0) 一 


二 一 证 ， 
在 m = 0 处 的 连续 性 与 可 微 性 , (东北 大 学 ) 
解答 .由 工 - -LT 到 ， 2(er 一 忆 一 2 一 z(e 一 汪 
到 苔 - 70) - lim 三 汪 二 = im 252(es 二 了 
-ae -1+2z (人 一 23)(er 一 蕊 +22 (等 价 检 换 
光 二 2z2(er 一 1) 本 ] 2zs 人 
_1+(z-2jer+2 |， 人 地 一 De 二 
= 一 1 人 至 二 2 6m2 
十 (zz 一 1)ez 廿 证 nm 工 
0 卫 


知 了 在 m = 0 处 可 微 ， 而 也 连续 ， 


ln2， 


#、 由 于 g(a) 无 荔 次 可 导 , 而 f(z) 也 无 和 次 可 导 ,， 且 导 函数 相同 : 


昨天 并 
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Po 
[练习 3.1.3] 六 


z2 sin 亚 ，m < 0， 
了 (re) 一 沽 =0，, 


_ ax2 +5，z>0， 
其 中 4 ay 为 常数 ,试问 4A,a 6 为 何 值 时 Ja) 在 二 = 0 处 可 导 ， 为 什么 ? 并 来 了 (0) (郑州 工业 大 学 ) 


解答 .由 了 在 m = 0 处 可 导 知 了 在 = = 0 处 连续 , 二 是 
A-yo-o- um nano 


(无 穷 小 量 . 有 界 量 = 无 穷 小 量 )， 
o-A4=yo+o)= lm am 十 名 一 避 
于 是 
az2sin 王 ， 了 < DO， 
Te) = | 0 国宝 
到 > 0. 
又 由 
fo) 一 fl0O) 1i 
产 (0) = nm 了 2 - im Sin 二 0， 
fm 一 TO) -lim ae=0 
严 一 0 入 


入 (0) = lim， nt 


知 了 在 = = 0 处 可 导 . 于 是 a 可 取 任 意 实数 , 4 = bp=0 


练习 3.1.4| 设 fla) 在 z = 0 处 可 导 , 7(0) 关 0, 了 (0) 关 0， 
af( 问 二 by(2 则 一 0) = o(mD， ( 当 忆 一 0 时 )， 


求 ap，( 数 学 一 ) 
解答 . 由 题 意 ， 
= a 了 ( 户 ) 十 凶 7 一 7(0) 
oo 本 7(o) ， 62 二 了 (0) | 2 十 工 f(o)- 
令 玉 一 0 得 
mm 革 +b 一 If(0) =0- af'(o) -257(0). 


于 是 a+6-1= 0, afr(0)+2b1'(0) =0 一 2 一 2 口 = 一 1. 


设 画 数 7) 在 闭 区 问 [o,1] 上 四 次 连续 可 级 ,7(0) = 0， 证 明 ; 丽 数 
fi9)， 0<z<1l， 


五 (z) 王 而 
(m) | 并 六 二 沁 


在 [o,IT] 上 二 次 连续 可 微 .( 吉 林 大 学 ) 
证 明 。 题目 有 点 问题 . 应 再 加 条 件 7(0) = 0， 芳 不 然 , f(z) = z2 + 工 适合 妃 (0) = 0， 但 相应 的 已 在 = = 0 处 不 连续 
以 下 在 7j(0) = F(0) = 0 时 给 出 五 二 次 连续 可 微 的 证 明 . 由 了 四 次 连续 可 微 知 已 在 (0,11 上 四 次 连续 可 微 , 且 
国运 2 荆 ， 
多 
2 7/ 各 
部 厅 罗 三 2 zf(z) ， 
olz) = z2f/(z) 一 4zj(z) 十 6f(m) 
34 


而 仅 需 验证 玉 在 z = 0 处 二 阶 连续 可 微 , 据 区 Hospital 法 则 ， 
flz) -lim 了 四) - 节 O) -= Fo) 
到 5 


于 是 硬 在 z = 0 处 连续 , 进一步 , 由 


fle) _ 玫 (0) 
IEg-Po_ in 型- 二 -im 于 四 = 帮 0jm 
一 0 十 爷 一 0 二 了 一 0+ 2x3 
译 全 28 oo) 一 27(0)m _ 工 lim 了 (am) 一 0)z 
一 0+ 6m2 3 = 一 0+ 2 
_Iin 四 -fo _ 六 0 
6 


知 (0) 存在 且 等 于 瑟 (0)， 更 进一步 ,由 


已 四 一 杰 (0) -nim 


28(z) 一 2a7(z) 了 
到 昌 
Jim 人 


+ 加 

6zzjr(z) 一 12z7(z) 一 了 (0)m 

二 
加 一 "0 十 Gz5 

_ la2mjf'(e) 二 4170) 


_ im 12z7 (Ge) + om 四 一 27 


一 D+ 
曙 Gam2yfv(z) 一 127(m) 一 47(O)ms 
-号 30m3 


3azaf"(m) - Bf(z) -270(0]m2 
7] 


一 lim 6z27…(m) 十 3 6f'(m) 一 67"(D)m2 

_ am (oo) 二 2z1) 二 27'(z) 二 284/%(0)z2 

27(d)(z] 二 27 (mm) 十 2m7() 一 2 帮 (m) 一 
3m2 


1 工 2mj(z) 十字 4j 0) 
20 = 一 o+ 

27(4)(r) 十 4m7(z) 一 4 了 (0) 
中 2 

(9) 四 一 jw] TO 
[ 钢 汪 全 人 四 ” 汪 


一 一 ii 
60 = 一 0 
于 


60 


(dg) 
知 vto) 存在 且 等 于 了 往 证 Li, (a) 到 (0), 而 王 在 = 一 0 处 一 阶 导数 连续 , 题 日 证 毕 ， 我 们 继续 不 煌 使 用 工 ospitel 
法 则 如 下 : 
大 辐 二 圳 | 硬 放 乓 一 4 有 四 二 时 四 
症 一 0 十 0 二 4 
ojr(a) 上 am2 抽 (一 4 四 二 如 让 ) 圭 6 时 四) 


一 limn 
4ms 
mw2jw(z) 一 2z7(m) 十 2 帮 () 
4o3 


上 


221 人 二 27 (四 二 27/(a) 一 2mj(z) 十 2 
一 二 浊 了 2 到 


《4) 


设 数 lz) 在 区 问 fa, 可 上 满足 
< Mlm-glc, vazmue[ob 


|f(z) 一 7(y)| 
其中 MX > 0 a > 工 为 党 数 , 证 明 : 7(z) 在 [o, 茹 上 得 为 常数 ， 
证 明 。 由 愿意 ， 
lfe+Aa 一 fal< MIAzl" 
一 0< 了 e+ 和 1 < MIAal-1 (Azz0) 
fo+Aa-ya_ 0 As 


沪 轩 全 双 Amz 


一 了 = ja). 
注 记 ， 很 容易 按照 定义 证 得 


im fa) =0e simolf(ol 


了 
设 flo) - 0 则 fta) 在 点 e = 0 处 可 时 的 充 要 条 件 为 共 o 共 二 ) 存在 ，( 数 学 一 ) 


注 记 不 纺 党 试 对 该 大 作 一 个 小 小 的 推广 : 
设 m = g( 站 为 : 具有 反 务 数 9 ， 且 使 得 上 im 和 存在 的 某 一 函数 (例如 


二 工 _ sh)， 那么 任 一 函数 f(z), 若 f(O) = 9, 由 了 


在 m -0 可 时 的 充 要 条 件 是 li 了 人 名) 在. 
证 明 . 上 是 汗 记 人 关 区 全 站 我 们 公 和 证 胃 注 记 ， 介 是 注 记 有 点 问题 应 加 上 条 件 “aa() = 0 Se ICG 有 


(g() 一 了 (0) ,gb 
9(h) 用 


fle)-f() _ s 
开店 em-9， 


-lim 工 


零 ". 此 时 , 由 
fg(h)) 
忆 


日 


四 
姑 状 了 在 吓 = 0 可 导 , 则 7 只 -Ya 让 大 
0 帮 
存 1 ) 
反之 , 荐 im 2 多) 和 则 ji .是 加 2 
二 一 Ts 一 0 1) 
一 0 中 
也 存在 , 而 地 在 一 = 0 可 导 . 
设 To) 在 ze 的 亲信 拓 内 有 让 
1 和 ee+ 朋 -fp 二 并 (zaji 本 
由 2 成立, 请 证 明 不 由 立 给 出 反例，( 哈 尔 滨 工业 大 学 ) 
LA :结论 成 立 ，W 
人 ae 推出 天 (zeo) 存在 7 若 结 
Ca) 反之 , 若 上 式 左 痊 之 极限 存在 ， 是 否 能 失 5 re 
四 flzo 二 门 二 三 20 
人 _ 崩 1 fleo+ 且 二 了 za) + 汪 
flzo 二 站 二 了 rzo 二 一 = lim 人 站 
名 2 he 关 而 
工 e/ = 了 (czo) 
= 于 (mo) 十 本 (zo) 
2) 不能, 比如 对 fa) = 书 一 zol， 本 
foo+ 靖 一 fm 一 月 = ] 下 饥 = 负 -0， 
lm 及 Ph 一 0 2 


六 一 0 


但 吻 知 尹 (zo) = -1 六 (zo) = 工 而 7(z) 在 mo 处 不 可 导 . 


在 什么 条 人 下 , 表 数 


7 -| 写本 芝 0 人 为 自 氏 和 


(1) 在 点 = = 0 处 连续 ; 
(2) 在 点 = = 0 处 可 导 ; 
(3) 在 点 zx = 0 处 导数 连续 ， (中 国 科 学 院 ) 


解答 ， (GD) 为 使 lim ansin 工 = 0， 必须 且 仅 需 m” > 0， 于 实 上 ， 当 册 > 0 时 ， 由 “无穷 小 量 . 有 界 量 = 无 穷 小 量 " 中 


工 
lm sin 却 一 0 当 交 入 0 时 , 由 


工 是 忆 
mk = 3 一 0 mo (zkr+3) 汪 语 
知 lim zn sin 荆 不 存在 . 
了 一 0 了 
(2) 由 
fm 二 70) _ sn-iesin 工 
油 开 


及 (1) 的 类 似 推理 知 了 在 = = 0 处 可 导 , 必须 上 且 仅 需 风 一 1 > 0 会 寻 > 1 
(3) 若 了 在 = = 0 处 时 函数 连续 , 则 在 = = 0 处 可 导 . 据 (2),m > 1 且 fr(0) -= 0. 于 是 
fr(e) = | me” si cos 过 天 0， 
0， 


据 (1) 的 类 似 推理 可 知 如 (z) 连续 会 风 一 2 > 0 全 交 > 2. 


试 作 一 函数 在 (一 zo, 二 oo) 内 二 阶 可 微 , 使 得 7(m) 在 = = 0 处 不 连续 ， 其余 


解答 设 处 处 连续 . 


了 =0. 


y(z) = | msin 二 ， 一 二 0) 

则 在 = = 0 处 按照 定义 求 导数 , 可 得 ee 
了 (rz) = 4azs sin 二 一 aa cos 工 

0 去 ，m 关 0 


zZ=0 


， 了 关 0 
=0 


wm ，_ | 12c2sin1 一 
关 四 -| 去 -6mcos 二 一 sin 工 
去 


于 是 耿 (z) 在 = = 0 处 不 连续 , 其 余 处 处 连续 . 
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练习 3-1.1II| 对 于 函数 7(z) = | sin ula 
0 证 厢 : yw%(o) 不 存在 ; 1sinzls， me (一 1 


说 明 点 呈 = 0 而 
人 0) 说明 点 亚 一 9 枯 不 是 7wtm) 的 可 去 间 果 点 . 


三 喇 2 
证 明 . (1) (天 ) 一 0， 
盖 0 “在 = = 0 处 按照 导数 定义 容易 求 得 
sin3 zz 站 二 过 二 全 
-3sin2zmcosm，-1<m<0 
ro 1 ， 
3sinzmcosm， 0<m<1 


-(Bainmcosam-3atinam)，-L1<m<0 


6sinmcosaz 一 3sinam 0<m<1 


于 是 
玫 (z) 一 7 认 攻 志 去 
妊 (0) = im 并 四 一 TO) in asinmeosam -asinm -0 0， 
多 台 *O 十 下 
1 (me) 一 下 区 呈 
天 (0) = mn 于 钙 = 玫 Im， (esinmecoszm 一 3stmm 一 0 8， 
0 加 
因此 ，7%(0) 不 存在 . 
-(6cossz 一 21sin2mcosm)， -L<mc<0 
(2) 下 由 天 (人 一] 0 z=0 知 
6cos3m -21sin2mcosa， 0<zm<1 


lim fw%(z) =6 关 -6= lim fj"(z). 
im 


这 表明 z= 0 是 f%(z) 的 跳跃 间断 点 ， 而 不 是 可 去 问 断 点 . 


练习 3.1.12 | 设 函 数 7(z) 在 点 o 处 连续 , 日 |7(z)| 在 a 处 可 导 , 证 明 : f(a) 在 a 处 也 可 导 ，( 长 沙 铁道 学 院 ) 
证 明令 g(z) = |7(z| > 0, 则 9 在 a 处 可 导 . 当 f(a) = 0 时 , 由 


gz) 一 9(a) -9g(z) 和 0，m<a 
和 zal>0，z>a 


知 
g'(a) =g (al 和 0，g'(a) =9g4(a)>0. 


因此 , g"(a) = 0， 
Te) | -os lim 了 zl -ola=0. 


Pa 一 开 


lim -2(z) -0 < lim 


az 一 a 


这 里 , 我 们 利用 了 常用 结论 : 


lim Ptz) = 0 lim |h(z)| = 0. 
2 2 


当 jc) > 0 时 ,由 函 数 极限 的 保 号 性 ， 
35>0， st.zeUla,5) 一 了 (z) > 0. 


1 ， g(z) 一 ga) ， fa) 二 fa) 
g'(a)] = lim 《 一 lim 


存在 . 故地 在 a 处 可 导 , 且 玫 (o) = 9 (o)、 


当 fa) <0 时， 由 函数 极限 的 保 号 性 ， 
356>0, st.zeUla5) 一 fl(z) < 0， 


g(m) 一 go) -lim Fi- FF = 一 lim 才 = 各 


9 (o) 人 击 员 砚 一 名 和 


存在 . 故 在 a 处 可 导 , 且 户 (a) 一 一 9/(o)， 
2_z 一 2)lzs 一 z| 不 可 导 点 的 个 数 是 多 少 ? (数学 一 ) 


= (z 一 2)(z 十 l)lz(z 十 1l)(z 一 3 


解答 ， 
人 mm<-1 或 0< 严 < 工 


一 1)， 
一 (z 一 2)(z 十 l)zlz+Iliz 一 1I 
(z 一 2)(z 十 1)z(z 十 Ttz 一 1)， 5 > 


0， 


故 7(m) 可 能 的 不 可 导 点 为 -1, 0,1, 由 


(一 3 他 + 切 ?= 代 一 -= 0， 
示 


-TCD -Ia- 0 
人 -ae+Ipee 二 了 =0 
恋 CI = lim fle) 二 TCD -= tm Pr 
人 机 
本 +12zz(z 一 巧 = 2， 
知 了 在 -1 处 可 导 - 再 由 1 加- 吉 。 in -3 
共同 王 人 四 一 0 一 _ate+1az 一 -2 
yo) -fo) -lim = 
六 = 
一 7) -e+DPne 一 当 记 
10- 晤 更 3 
一 1 一 人 
fa 一 fG -lim 把 一 e+3a 一 = 一 4 
前 = mo 二 
知 了 在 工 处 不 可 导 . 
、 TIR 数 在 ma 处 是 下 可 导 ， 本 
设 plz) 在 =a 处 连续 ， 分 别 讨论 下 面 通 数 在 严 2 EC ( 匡 汉 水 和 电力 大 学 ) 
Ge-oeo Of (3) f(z) = 
解答 ，(1) 由 了 (rz) 一 fal em 一 la) 一 ao 
全 一 本 
知 了 在 = = a 处 可 导 , 且 fr(a) = (oa)、 
(2) 由 世 _elze)，z < 
-flal _ le-ale@) - 
二 眉 台 一 Q oz)， 全 > Q 
-elo，= 一 号 
po， 一 一 呈 
知 当日 仅 当 ta) = 0 时 ,了 在 亚 = @ 处 可 导 . 此 中， ja) = 0， 
(3) 由 


了 二 fl -lot 一 le(ol 一 9 


一 G 
知 了 在 了 = a 处 可 导 , 且 万 (2) 一 le(o 外 

练习 3.1.15| 设 fle) 可 导 ， 严 (z) = f(z)(L+1sinzl)， 则 70) 
证 明 。 由 


-0 是 Flz) 在 = 0 处 可 导 的 充 要 条 件 ， (数学 一 ) 


2 一 0 


FF(z) 一 开 (0) flzj(L+lsinz) 二 70) _ fl) 二 了 0) 未 丙 砚 ] 
全 


台 


xi-fml fla)aas，- 全 <m<0 

| Ti=f) + 7(z)a2，0< 荆 < 于 

1 Yo-fo)，= 一 0 
fr(0)+T(0)， 症 一 0 


知 下 在 > 一 0 处 可 导 尖 (0) 一 7(0)= 克 (0)+T(0) 全 TO) 一 0 


求 f(z) = [ze] sin rz 的 单 侧 导数 ， 并 讨论 可 微 性 ，([z] 表示 不 超过 m= 的 最 大 整数 ) 
解 营 田 (c) = [z]sinrc = Rsinrz, R<z<+I1(Re2Z) 知 当 关 2 时 ， 不 妨 设 < z < 大 十 1 而 


le) = ksinraz 一 了 (z)Rr cosmm = 站 [z] cosTz， 


当 zE2Z 时 , 不 妨 设 = = js 而 
玫 网 = ji = 


太一 1 sin rm 
本 证 1) sin rz 


一 kR- 台 一 上 


lim (DPK 一 1) 


一 一 


sinr(z 一 有 ) 


卫 一 有 


= (-DR(kK -TD 


工 一 R 一 元 (zz 二 各 
天 内 = lim 了 四 一 TU -lim Rsinmm 
了 一 及 十 站 二 胡 本 
= Sin T(m 一 大 
一 LRCDeeran ee = (-Dskr、 
于 是 了 在 m = 有 处 不 可 导 . 


证 明 : 前 数 


rm- z? |cos 亚 ， = 关 0， 
0， mm=0 


在 = = 0 的 任何 邻 域内 有 不 可 微 的 点 , 但 在 _ 
放 明 ， 慢 0 内 有 不可 微 的 点 ,但 在 = = 0 点 可 给 


于 二 本 一 0 人 m 一 o9) 算出 


前 (en) -lim Tena+ 站 -Ten) in (mn 十 各 |ees sr| 
0 卢 六 -0+ 二 


2 

二 人 和 

0 忆 Zn 十 hmn 2 

(mn 十 几 )2 cos 一 工 _ 一 0 

= lim EPE _ 1 2 T\/ 

人 元 = (zcos 二 ) | 
= 2zncos 工 +rsin. 工 = 

nm 


同 理 , 态 (zn) = - 交 ,于 是 了 在 zn 处 不 可 微 , 但 由 
zf -fo) 


证 =|eosz| 一 。 (一 0) 


知 了 在 z= 0 处 可 微 . 


练习 3.1.18 | 证 明 : 切 比 雪夫 (TschebyschefF) 多 项 式 


Tin(n) = 


了 cos(m arccosz)，m = 0,1 2 
满足 方程 
( 工 一 cz2)T%(m) - zT(z) + mm2Tm(z) = 0. 
证 明 . 
让 二 宇 
5 [-- sin(m arccos m)] .mm | -| 


2 2 
(一 z2)T'2(m) = 二 sin2(marcecosm] = 了 -1 [L 一 cos?(marecos 了 )] 


Te) = 


12 
一 22 
一 27/2(z) + (1 一 zz2)27 和 (zz)Tm(z) 一 一 2m27Tm(z)Ty(m)， 


mm2T9(m)， 


一 To (z) 二 (一 z2)T4(z) = 一 rmTim()- 


拉 盖 尔 (TschebyschefF-Laguerre) 多 项 式 


练习 3.1.19 | 证 明 ; 切 比 雪夫 - 


开 m(z) = ez(zmer)ommm 一 012 


满足 方程 
和 (zz) 十 代 一 z)LZm(z) 十 mmEm(z) 一 0. 
证 明 ， 设 = 一 ze 则 丸 = mpm-le-z 一 zme 一 全 过 欢 
az 本 人 一 mm 必 一 0 
两 边 同 时 对 me 求 m 十 工 次 导 ， Co aa(y)ent 十 Caam(y)tom) 


Co 一 mg 十 Ctrl 一 mj'yem) = 0， 


(m) = 0. 
gm+2) 十 (z 十 Damt+2+ (mt+Dy = 一 0 


由 于 wy(m) = e-aTm(z)， 我 们 得 Jspm 人 ) 


站 十 如 De Emo + (到 十 
) - 27r(z) 十 em(z)]] 
_e-=Pm(ej]+(m+le sm(o) 


0 = z[e- 工 
= z[e-? 包 (2 
4 四 


ez[zZ 和 人 z) 于 性 一 am(z) 十 mm 人 


练习 3.1.20| 设 


aali(z) az(z) ak(m) 
大 动 二 Ya) 忆 ak(m) 
ukli(z) uka(z) ukk() 
《uij(a) 为 mm 次 可 向 函数) 试 证 : 
utej) aa(a) 
ytm(ta) - 下 ml 四) 2 tao) 


arm Tllra21 mrRL : 
ata) au)(m) 5 am) 
证 明 。 按 行 列 式 展开 有 


jl) = 室 (-DTG aaa(m) ukts(m)， 


ER 
按 书 第 194 页 例 3.1.16 知 
并 
jn)(m) 一 | 光 (DrGa 和 me) 史 本 am) 
ET 人 
mL ， 
各 ara) 
7 二 本 (DrGamaagata) agotm) 
和 
0) 人 (Go) (om) 
车 岂 ul ao 
寺 语 相 1 号 
aa ur) 
练习 3.1.21| 设 = acost+bsint y= asint 一 bcost 求证 : 
dma dr dmrz dmy 
一 -一 (az + b2) sin 卫 一 一 
证 明 ， 
5 殉 ( 权 t i 引 
人 V 下 0 
= Va2 +b2costt 一 ca) (eane 二 引 
卫 
4 = Vaz +b2sintt 一 o)， 
于 是 
mm)g(n) = (a2 十 bp)eos (一 -a+m)sn(t-a+ 写 )， 
atmy(m) = (a2 十 62) cos s (一 =+ 宁 ) sin 人-e ca 十 全 )， 
扣 去 


z(m)uy(n) 一 mma(m) = (a2 十 b2) sin ， 


2 


练习 3.1.22| 对 例 3.1.7 如 下 的 证 法 给 出 评论 ， 认为 正确 请 说 明理 由 ， 认为 不 正确 请 给 出 反例 ， 
证 . 


lim 了 (2z) 一 了 z) - 4A = T(2z) 一 了 fl(z) = 4z + olz) 
-7 -国信 + 的 
-GE -TB)- ^ 冯 +o( 立 各 ) 
二 fa- 了 (到 ) = 4z(L-2 +o 2-)m) 


(zj -7(0) = hz+olm) 们 一 中 ) 
fm 一 fo) _ 


一 j(0) = Ji 
解答 正确. 但 是 需要 说 明 ， 就 是 把 证 明 中 的 o 明确 表达 出 米 设 olz) = 已 (z), 则 
作 答 一 间 治 记 
o( 均 ) = 民 ( 素 ) (= 1 2 


尽 | 
ve>o0356>0， so<l<5=|2|<<~ 


于 是 当 0 < lz| < 6 时 ， 


2 
之 民 ( 未 |<ea -aelel se 


3.2 ”微分 中 值 定 理 
练习 3.2.1| 若 在 要 
若 ffz) 在 [aw 巧 上 连续 , 有 fla) = 7(b) = 0，Fr(aj , Fr(b) > 0 证明: 存在 《E (ai 日， 使 f(E) = 0，( 哈 尔 滨 工 业 大 学 ， 


平王 工 天 学 ， 华中 师范 大 学 ) 
证 明 ， 不 妨 设 Pr(a] > 0, fr(b) > 0 (fi(a) < 0, 和 (< 0 的 情形 类 似 可 证 ). 由 
7 四- im 地- -mm 3 > 
2 5 aa+ 人 一 @ 
7 四-= lm zf - lim z) >o 
mb 冲 一 b am 一 b 一 他 一 局 
及 函数 极限 的 保 号 性 知 
3 和 二 0， at | a<z<a+6= 芭 >0=fle)>0 
5-5<z<b>> 二 >0=flz)<0 
特别 地 ， 
f(o+ 习 >o>y(- 引 . 
据 连续 函数 介 值 定 理 知 


aee (e+ 站) 一 tw 日， st 7(6) = 0. 


练习 3.2.2| 设 abc 为 三 个 实数 , 证 叫 : 方程 e” 一 az2 + bm 十 e 的 根 不 超过 三 个 -浙江 大 学 ， 武汉 汽车 工业 大 学 ) 
证 明 。 古 目 应 改 为 “方程 ee = az2 + bm 十 < 的 实 根 不 超过 三 个 ”. 
用 反 证 法 . 若 f(z) = er 一 az2 一 bz 一 至 少 有 了 四 个 实 根 , 则 反复 利用 Rolle 定理 知 瑚 (z) 至 少 有 三 个 实 根 ，f(z) 至 少 有 两 个 实 根 ， 


jw(z) = ez 至 少 有 一 个 实 根 ， 这 是 一 个 矛盾 ， 故 有 结论 ， 


= 0 的 两 个 根 之 问 至 少 炎 g(z) = 0 的 一 根 ，( 上 


设 f(ze) 与 g(z) 在 (a, 吕 二 可 微 ， j(a)jg'(z) 六 并 (z)g(z) 证明 : 7) 


证 明 ， 用 反 证 法 , 若 f(z) = 0 的 两 根 =1, 2 之 间 没 有 g(ze) = 0 的 根 , 则 g(z) 关 0，m < [za,z2] 考虑 h(z) = 苔 ， me [zaza]， 
则 hza) = Rh(z2z) = 0. 据 Rolle 定理 ， 
eeteneaj, st 0 天 人) = 了 Does 3) 


这 与 愿 设 矛盾 故 有 结论 ， 
证 : za +az2 +bz+c=0 仅 有 唯一 实 根 . 


练习 3.2.4| 设 aa -3b<0, 试 
则 由 


证 明 ， 次 fa) = za3 + az 十 bm 十 和 


my 
知 
zz<-X=~fzl<-Ll . 
也 芝 立 :由 环 囊 > 天 一 于 (z) > 工 
据 连 续 函 数 介 值 定理 ， 
36e (一 XXX)， st 症 咎 二 省 
人 3 于 多 只 有 一 个 实 根 而 结论 得 证 ， 若 至 少 有 陌 个 实 根 ma ma (zl < ?2) 则 由 Rone 定理 ， 
# 用 反 证 法 证 明 了 至 多 只 
往 用 反 了 和 0 了 (6) = 3 经 十 2a6 十 让 
ne 避 = 0 有 实 根 , 而 
这 下 明 二 次 方程 3z2? 十 20m 十 Goj2 -4.3.0=4o2 一 a>0 


这 与 题 设 矛 盾 . 故 有 结论 ， 


m 在 
练习 3.2.5] 设 flz) = 人 (er-=an)) ms (0,+oo)- 证 明 : 冰 数 f(m) 在 (0 +oo) 


证 明 。 首先 注意 到 计 
| zkpflz)dz=0，0< 大 乏 站 一 


0 


事实 上 2 
三 ra- 三 ae 必 二 
2 ra mn 一 Ra) 
o0 太 一 中 

_ -人 ak-i(er-zan)n-D dz = 一 (-J)8l 上 (ez ) 交 


区 (DA(er=zm)"*-: 吉 交 德 


注意 到 全 
-mon)Cm 一 e= 洒 CR( 一 1)mn-keren(m 二 :( 


eryf(e) = er(e 
=0 


一 村 CR(-1)n-enm( 一 1 (全 一 天 十 区 
右 端 是 一 个 m 次 多 项 式 ， 设 基 下 数 为 用 开 的 不 同 实 要 为 TI 
eflejte 一 aa) 一 mm) 
在 (0, +o) 上 不 变 号 , 卫 仅 在 至 多 mm 个 点 处 取 值 为 零 . 由 于 ez > 0, 7(z)(m 一 z1)… 
人 rme -oemldnto 
著 mm<m-1, 则 由 (13) 知 
rae-oD…e-em)a0 


这 与 (14) 矛盾 . 故 mm = m， enyf(m) 的 重 数 为 奇数 的 不 同 实 根 为 mr1,… ,mn， 这 些 重 数 也 都 一 工 


练习 3.2.6| 证明 Tschebysche 人 Laguerre 多 项 式 
dm 


荆 n(z) = e” 本 


的 所 有 实 根 都 为 正 的 . 
证 明 。 由 练习 3.2.5 知 工 n(z) 是 一 个 m 次 多 项 式 , e -=Dn(z) 在 (0, 二) 有 mm 个 不 同 的 实 根 . 


练习 3.2.7| 证 明 : Tschebysche 企 Hermite 多 项 式 
时 2 


有 = CDrer 训 (e) 


的 所 有 根 都 是 实数 . 
证 明 类 似 于 (13) 的 证 明 过 程 , 我 们 有 
三 ae dz=0，0x<K 芝 允 一 1 
0 


丛 有 有 普 个 零点 。( 消 华 大 学 ) 


交 二 天 二 国 ER 


as Cnm < mw 而 他 实 根 的 重 数 均 为 仙 数 ， 所 有 有 虚 根 成 对 出 现 ), 这 稀 轴 


, (m 一 mm) 也 满足 上 述 性 质 , 于 是 


国 


直 数 学 归纳 法 易 知 (e-a2)(n) = 已 (zje-=?， 其 中 Ps(z) 为 m 次 实 系数 多 项 式 , 于 是 n(z) 是 一 个 m 次 实 系数 多 项 式 、 设 其 王 娄 为 天 


,mm (rm < ma 而 其 他 实 根 的 重 数 均 为 偶数 ， 所 有 虚 根 成 对 出 现 ). 这 表明 
ntz)j(tz 一 zl) (一 cm) 


的 不 同 实 根 为 =1，… 


在 (0, +oo) 上 不 变 号 , 且 仅 在 至 多 ma 个 点 处 取 值 为 零 , 由 于 er=”> 0 er”” Hn(z)j(z - 21) samssagH 籽 清 品 下 述 性 质 ,于 是 


明 2 
上 er-z2Fa(zje 一 aa) (zam)dzz0 


若 mm 和 允 一 1, 则 由 (15) 知 
吧 2 
上 ez Fn(z)(z-zi)…(z 一 zm)dz=0. 


这 与 (16) 矛盾 , 故 mm = m， 百 n(z) 的 重 数 为 奇数 的 不 同 实 根 为 r1,… ,mn 这 些 重 数 也 都 = 1. 


练习 3.2.8| 证 明 : 当 -2 十 开 十 二 2 = 0 叶 , 方程 
骨 : 当 -2 二 全 二 二 2 + an = 0 只 访 程 


aozm + alzn 1 十 十 am 一 0 


在 (9, 1) 内 至 少 有 一 实 根 . (南京 邮 电大 学 ) 
证 明 ， 设 
五 (z) 一 oo 后 而 直下 ee ao) qt， 


则 


人 叶 十 1 
据 Rolle 定理 即 知 36 es (0,1)，s.t. 0 = FE) = aotn 十 altnm-1 十 .十 an。 


国 


设 冰 数 f(z) 在 [ 
呈 二 | 连续 . 
(ea 一 过 CR 且 闻 > 时 ,了 (z) > > 0 (k 为 常数) 证明: 当 f(a) < 0 时 方程 T(z) = 在 区 全 
证 明 ， 由 fla) = o， 六 学 , 西安 交道 大 学 , 西安 电子 科技 大 学 侍 ) 


= | Se 站 风 了 (dt> rar kadr = 


及 连续 两 数 介 值 定理 知 在 _ Fa 
下 (es 2 ) 内 有 一 根 ， 又 由 了 道 增 知 该 下 唯一 〈 奉 则 由 Rolle 定理 , 3 E，s.t， JI(E) = 0)， 


练习 3.2.10| 设 7(z) 在 (一 oo,+ee) 上 具有 一 阶 导数 ，IL fola) > 0 


lim ya) =a>0， my) 避 襄 坟 


双 存 在 一 点 mo, 使 f(zo) < 0, 试 证 明 : 方程 fa 
上 了 (ro) < 0 试 证 串 : 方程 7(z) = 0 在 (一 oo,+oo) 上 有 卫 只 有 了 两 个 实 根 ，( 上 海 交通 大 学 ， 浙江 大 学 
证 明 ， 由 lim jz) = ac > 0， _lm_ fa) = 有 <0 姑 个 实 根 ，( 上 上 海 交 通 大 学 , 浙江 大 学 ) 
3 X > 0，s.t. | 了 > 区 盖 | 上 1(m) 一 ol< 呈 一 Wi(z) > 和 汪 
mm 和 <-X 一 fj(z)-BI< 闪 一 je)< 号 
一 | 实 关 光一 (lz) = 7(X)+ 信 下 dt> 了 (X) 十 全 (总 一 X) 
世 一 X 一 (zz) = 7(-X)+ 人 xdt> 7 一 X)+ 有 十 X) 
-| m> 扰 -全 f(X) 一 le)>0 
z< 一 汪 一 号 fJ(-X) 一 flz)<0 
据 连续 函数 介 值 定理 ， 
2 
36e (emax (ex 一 去 7CGO) + 吕 ) ，me (mi 人-x 57 1azo} ,ao] 


st. 了 (6) = 了 (n) = 0. 若 也 有 三 个 及 以 上 的 实 根 , 则 不 断 使 用 Rolle 定理 知 了 有 一 根 . 这 与 fj/ > 0 矛盾 , 故 了 仪 有 名 相 这 两 根 . 


练习 3.2.11| 设 fj(z) 在 [0, +ce) 内 可 微 , 旦 满足 不 等 式 


2z 十 工 
0 
试 证 明 存 在 -点 Ee (0, +oo), 全 得 fj-= -2 -_ 工 
6 (0 Too) 使 得 了 (6) -区 直下 本 
证 明令 zz=0 得 fj(0)=0. 令 z 一 +o 得 limoflz)=0. 设 
了 了 2m 十 工 
正 (z) = 7(z) 1 


， YE(0,+o). 


则 严 (0) = 0， ip (z) = 0. 由 书 第 207 页 例 3.2.1 知 结论 成 立 . 


练习 3.2.12] 设 琢 数 f(z)] 在 [a) 吕 连续 , 在 (a, 划 内 可 微 , 由 f(a) < 0,，T(O) < 0, 又 有 一 点 cs (osbj， 了 (c) > 0 证明: 存在 一 点 


EE (ab) 使 得 F(E) 上 + 轧 (E) = 0，( 西 北大 学 ) 
证 明 。 设 正 (z) = ef(z), 则 玉 (a) < 0,(c) > 0, 下 (b) < 0. 据 连 续 函 数 介 值 定理 ， 


at elaej， ta e (cb，st, 王 (6) =0= 下 (62)， 


再 由 Rolle 定理 ， 
ee(tiitea st 0= 瑟 (6) = 上 [7() 二 郊 ()]、 


设 (ze) 在 [0, 了 上 连续 , 在 (0, 1) 内 可 微 . 证 明 : 存在 EE (0, 1)， 使 得 玫 ( 昌 了 (1 一 6) = 了 (6 交代 一 名 (华中 理工 大 学 ) 


练习 3.2.13 
FF(1D. 据 Rolle 中 值 定 理 ， 


证 琢 ， 设 到 (ce) = f(o)f(L 一 zj 则 忆 (0) 一 70O)7(D) 一 ( 
ee(ol，st0= 本 (6= 表 (7 一 眉 一 了 (天 代 一 司 ， 


[a, 吕 上 存在 二 阶 导数 , 并 且 g"(z) 关 0, 7(a) = fb) = 9g(a) 一 g(b) = 0, 试 证 : 


练习 3.2.14| 假设 函数 7(z) 和 g(z) 在 
F 区 ,已 ) 内 ) 关 0i 
(D) 在 下 区 间作 ae 和 7 
(2) (a, D) 内 至 少 存在 名 5 人 一 0 
虽 内 有 零点 c 则 据 Rolle 定理 , 9 在 (ac (c, 吕 内 都 有 零点 . 再 由 Rolle 定理 ，g” 又 零点 . 这 


(数学 一 ) 
证 明 。 (1) 用 反 证 法 . 若 9 在 (%， 

与 双关 0 矛盾 , 故 有 结论 ， 、 
(2) 设 F(z) = 7(z)g'(z) 一 和 (zz)g(z)， 则 严 (a) = 开 (b) = 0. 由 Rolle 定理 ， 


3 ee (abs 和 0= 可 的 =T9 的 一 六 (9 人 
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四 内 有 了 两 个 不 同 实 根 ， 证 明 存 在 e (ab), 使 Ta 人 | 


夭 司 3 215] 设 ja) 在 [o 避 上 提 负 且 三 阶 可 导 , 方程 fo) 在 全 


(华中 师范 大 学 ) 二 
证 明 。 设 ely aa 为 了 的 两 个 不 同 实 根 , 则 由 了 Rolle 定理 ， 
3 rs e (lza2)，st (za) 一 0， 


) = o 于 是 记 至 峭 有 三 个 办 点 不 断 合 用 Rolle 定型 知 7 至 少 有 一个 地 训 | 


再 由 子 > 0 知 ea,za 为 了 的 极 小 值 点 ， jzl) = 了 (za 


( 综 人 试题 ) 设 fla) 在 (0, 1) 上 可 微 , 号 满足 
j(1) 一 2 f(z)dz = 0 


练习 3.2.16 


1 节 6) 
求证 : 在 (0,1) 内 至 少 有 一 点 使 得 邦 (8) 一 三 三 


证 明 。 据 积分 中 值 定理 ， 
ane|o 十 ,st 辐 有 jaj dz = ny()， 


令 Fla) = zf(o), 则 开 (D) = (GD)， 据 Rolle 定理 ， 
aee(mD) st 0= ECe) = TI+ETG)， 


下 (B, 7(O)) 的 直线 与 曲线 y = 了 (z) 相交 于 C(c 7(e) 


设 flo) 在 [w 晤 上 二 阶 可 导 , 过 点 4(a,f(a)) 与 
GE 二 D 证 表 ; 在 (ob 中 至 少 存在 一 点 6, 使 得 力 (6) 一 0，( 华 中 师范 大 学 ) 


证 明 。 由 题 意 ，4, 妃 ,C 三 点 共 线 . 在 [a, cl, [c, 可 上 应 用 Lagrange 中 值 定理 ， 
一 日 一 了 (c) -mv 
aelwo soaty0-29-7- 区 二 7 -yeo)， 


在 在 [, 6z] 上 应 用 Rolle 定理 即 知 结论 成 立 , 


设 邯 数 jz) 在 闭 区 间 fo, 昌 上 和 连续 , 在 开 区 间 (ab 上 二 阶 可 微 , 并 且 7(a) = 7(， 证明; 若 存在 一 点 es (o， 旨 )， | 
GJ) > Fa), 则 必 存 在 三 点 E,m, CE (ay 口 , 使 得 了 (CE) > 0 了) < 0， j(C) < 0. (吉林 大 学 , 北京 师范 大 学 ,国防 科技 大 学 ) 


证 明 。 据 Lagrange 中 值 定 理 ， 
aeetwao st Pb = IO=Tal >0， 


@ 一 已 


aneteb styo= 了 Te <0， 


3 人 st 了 (= 卫生 <o 


函数 7(z) 在 [o,z] 区 问 上 的 拉 格 归口 中 全 公式 为 


Je) -7(0) = (emjz， (其 中 )0< 昌 < 
且 8 是 与 7(z) 与 = 有 关 的 量 , 对 7(z) = arctan m， 求 当 z 一 0+ 时 8 的 极限 值 . (武汉 大 学 ) 
解答 .由 


知 昌 一 交 的 玫 人 ， 于 是 
名 2 arctan 2 
了 一 arctan 2 卫 一 arctanm 
= ,| lim 一 -一 一 一 (arctanz~z zz 一 0) 
邓 


其 站 二 刘 区 一 一 
一 0+ 一 0+ G2 arctan 


工 


5 


arctanz 一 arctan0 一 


一 0+ 2 
工 
下 lim 工 一 瑟 本 一 ,| lim Se - \ 
-0+ 3z2 ao+ 3(1+z2) 3 


设 7(z) 在 [1 2] 上 连续 , 在 (1,2) 内 可 微 , 证 明 : 存在 e (1L, 2) 使 得 


7(2) -70D) = 了 包子 全， ( 北 京 科技 大 学 ) 


证 明 ， 设 g(z) = lyam, 则 由 Cauchy 中 值 定理 , 3 6 E (1,2)，s.t. 


j 罗 一 fa) 了 6) PC la 
5 二 7 的“ 隐语 二 1710 = 37 全 


习 3.2. 
[ 陈 习 3.2.21] 访 rto) 在 [oa 上 上 有 三 阶 导 教 ， 试 证 ; 存在 点 Ee (a, 昌 使 和 


了 (oO) = 7(a) 二 工人 -arr / 
2 一 aJ[Ta) + 六 (] 一 垣 也 一 as7"(6)， 


证 明 。 设 
FE(e) = flz) -ya -1 _ajfy 
一 al[f (za) + 了 (oa]]， 总 汪汪 
由 币 Cauchy 中 信 定 理 ， 2 zj) + 了 (al，Glz) = (= 一 aa， 
区 -下 ( 划 一 Fo) 可) 杰 ， 
可 到 _ 王八 一 书 
5 “5650 - 事 和 -CH 
王 "人 ) -直人 一 oj(6) 


[CGI 
练习 3.2.22」| 7(z) 在 [a, 避 上 连续 ,Je) 在 (o， 日 内 存在 , 试 证 : ve: a < e< 忆 386e (ab 全 得 
() 了 (a) 了 ( 吕 y(c) 
2 -uao-grGcooc-o 可 taecy 
证 明 。 考虑 函数 
人 b 
(z) = 7(z) ED 可 (总 -bz 一 co 一 雹 如 -ae 一 at 一 c) 
了 (o) 


ae 一 altz 一 吕 ， 
则 
下 (ao) = EDb) = 开 (c) 一 


多 次 应 用 Rolle 定理 即 得 结论 
练习 3.2.23 | 设 f(z) 在 [a, 吕 上 连续 , 在 (a,b) 内 可 微 , b > a > 0, 证 明 : 在 (ab 内 存在 mly za,ms, 使 得 
萎 ( In 生 ， 则 
aa 一 (如 十 o3) 2 - (aa)， (四 川 大 济 
证 明 。 设 gil(z) = rz2, gz(z) = za4, gs(z) = lnz, 则 由 Cauchy 中 值 定理 , 存在 maym2,za e (ayb， 使 得 
y(b) 一 fa) _ 天 (1) fy 一 fla) Fea) fg) 一 fo) _(ca)， 


TD 二 oo 2， gz-gz(ao) 4z3 ” gs(o 一 ga(a) 击 


于 是 


7 加 一 fa) 了 Ge _ (bp yoz) 闻 ea) - 得主 oa .7rtas)， 
人 4z3 二 a2 


bb2 一 Q2 2r1 


练习 3.2.24] 设 ffe) 在 区 间 [a, 避 上 连续 , 在 (a, 日 内 可 导 , 由 > 0 (或 < 9) 试 证 
(3 zl)za,ms e (ob 使 得 


ca) - bz +ba+ oa 大 Se 昌 ， (南京 航空 航天 大 学 ) 


2r2 
GymefDb2 3 mayza ze 人 ab, 使 得 
下 2 一 = (bn 上 bm-2a+ 十 ba 十 an 工人， 


了 (zl) 一 (十 a) 
), 则 由 Cauchy 中 值 定理 , 存在 mi E (a; 昌 ， 使 得 
jb) 一 fla) _ 丈 (z 了 由 一 fa) 下 一 时 郊 (za 


这 多 一 二 FF 0 
3 二 9i(o) ii 册 5 


上 


证 明 ， 设 gi(z) = mi ( 系 宇 系 也 


红 司 3.2.25| 设 j(z) 在 有 限 区 间 (ay 昌 内 可 微 ， 斌 四 
在 [a 晤 内 有 失 , 则 7(z) 在 (ay 昌 内 亦 有 因 人 
加 着 fla) 在 人 国内 开 解 则 六 人 在 (国内 让 和 
十 
real (= + 到 | 


证 明 。 (1) 设 RM = sup， 1 人) a| < mo 则 对 Ye (we 中 


mmEfasb 


IF(ajl = em = 细 (2 二 ( 守 ) 一 


(2) (2) 作为 (IT 的 逆 否 命题 ， 是 成 立 的 ， 


可 ,Y7 3 天 
右 连 续 ，( 同 理 在 b 在 
) - F(a)| < </2， 


连续 ) (华东 师范 大 学 ) 
则 已 有 |7(z) - Jaj|< = 


质 : clycz e [a， 
局 , 试 证 : 玫 在 点 


ca) <r< fca),3s 在 cly cz 之 问 , 使 得 7 顺 
< a+65 和 时 , 若 |f(r 习 


设 了 在 [o, 茹 中 任意 两 点 都 具有 介 值 性 

击 耻 了 在 To 遇 内 可 导 , | (| < 大 (正常 数 ) Y 盖 E 人 

证 明 。 对 任意 的 e > 0, 存在 5 一 e/(2k) > 0, 使 得 当 “ 瓜 了 

|7(z) 一 7(a)| > s/2， 5 5 人 8 本 
| 或 Je) > f(a) 二 所 一 y(m) > f(a) 十 生 > (oa) 


-ya+E=Ifle) 一 Tol- 到 


据 介 什 性 ， fo) 一 了 或 f(m/) 


3 zl'e (ayz)， st 了 (2 ) 一 
于 是 < 和 
ja-7alsMe -Tanl+HGO -TO IEa)(e 一 可 上 王 和 外 


设 flz) 是 (一 ,+eoc) 上 的 可 微 冰 数 ， 人 
加 务 .。 7(c) 存在 用 有限, 问 si 了 (me) 是 理 必 定 存在 ? (云南 大 学 ) RE 
(2) 如 果 _lim 7(z) 与 si (ze) 都 存在 且 有 限 ， 那么 必 有 ip (m) = 0, 试 证 明之 (云南 大 学 ， 哈尔滨 工业 大 学 等 ) 
证 明 . (1) 错 . 比如 
2cos(z2) 一 ES ， z 关 0 


sintz2) ， zzr0 站 
到 一 了 (mr) 一 1 二 二 加 


Ja -| 
二 二 但 way 四) 大 在 作 
(2) 由 Lagrange 中 值 定型 , 3 En (nm 二 IT)，st. 了 


LO -yn 


(n+ 一 lm = (en) 本 是 


)= pw J(n) = ip 了 0) 一 (rz) = 0. 


繁 司 3 328] 设 je) 于 (0,1) 内 可 微 , 有 消 足 | 背 (o)| < 1 求证 : 上 io 了 (3 (哈尔滨 工业 大 学 ) 


证 明 . 
(5 -7 全 -eol 全 -二 


及 Cauchy 收敛 准则 知 结论 成 立 ， 


设 Fa) 在 (0, +z) 上 连续 , 在 (0, +on) 内 可 给， 7(O) = 0， 试 证 
轩 藉 CE) 单调 加 , 风 ga) - 了 ) 在 (0, +oa) 内 单调 增加 。( 回 济 大 学 , 武汉 水 和 电力 大 学 , 成 都 科技 大 学 等) 


他 


人 @) 若 六 la) 单调 迪 减 , 则 区 2 在 (0, +ox) 内 单调 递 碱 (中 国 科学 院 ) 


欠 


主 
二 2 


证 明 . 
/ 呵 = zjfr(z) 一 flz) zf(z) 一 [flz) 一 了 0] - ze) 一 z 太 (cn) 
9 全 2 一 束 
jz) 一 Fe) | > 0， 瑚 单 增 
| 二 7 单 茂 < 名 < 可， 


练习 3.2.30| ; - 连 微 , 若 存在 ii 
[ 承 习 3.2.30| 设 f(z) 在 [ob 上 连续 , 且 (a, 吕 内 可 微 , 若 存在 极限 im 了 (az) = 则 右 导 壮 fei 本 在 县 等 于 1. dk 京 大 3 


北大 学 ) 
证 明 . 

fm 一 fo 

地- 如 - 


天 (a)] = lim 
a 一 a a 


lim jlte) (< 名 < 四 


= lim fj(c) = /. 
一 a+ 


练习 3.2.31] 设 fo) = 」 lm， 一 关 0， 
yo) = 1 1 ” 二 0 证明; 不 存在 一 个 琢 数 以 了 为 其 导 二 数 ，( 中 国 科学 院 ) 


证 明 ， 用 反 证 法 , 若 3 9，s.t, 9' = 放 则 


1=70)=9(0) 
(0) = lim 2 四 一 9(0) -ii y 
阁 94+(0) 二 二 0 一 (te) = lm， 了 (上 ) = lim jle) =0 
go- lim 9 四 一 g00 - 一 0 
2 0 im_ gf(ea) 一 um (ta) = lim To) = 


这 是 一 个 矛盾 , 故 有 结论 ， 


[ 轿 本 3.2.324| 也 盟 : 厂 了 (0) 存在 (有限 ), 则 


Ma or arm+7Cam 


和 一 帮 (0)， (北京 师范 大 学 ) 
了 (2P) 一 
JW+TCam - JR。 (Fn - Tam- 27 了 (-2z) 
ha GO Gen) = 4m2 ) 


_ 1 了 (一 F(0) 已 ， 
Je (人 让 一 2 
到 有 1 - 策 22eoa2r [26h 


二 大 2 了 (0) 大 ( 一 2 0 东 
linm 一 一 - 
| IT 十 im 过 2 二 中 加 ) 吕 了 0)] _ 二 [JW(0) + J%(0)] = 了 (0)， 


将 上 题 结果 推广 到 一 般 情况 , 即 若 了 (n)(o) 存在 〈 有 限 ), 则 (mn 为 白 然 数 ) 


(-URsy[(n 一 2k)P 
Jim 六 ckCD 区 则 - 了 (nm(0)， (北京 师范 大 学 ) 


证 明 ， 先 证 一 个 等 式 


。 
gtn 汪 = 冯 cscoe -人 0 多 
居 =0 了 


对 mm 作 数 学 归纳 法 . 当 半 = 工时， 


二 工 
gs = 交 csk =1-1=-0， 9 = 六 CD 一 下 
居 一 0 R=D 
委 设 当 郊 一 mm 时 结论 成 立 , 则 当 m = mm 二 1 时 , 着 主 = 0 则 
2 十 工 
gm+1'0) = 忆 CH = GD 一 0， 


着 1<i<m+l， 


ma 十 工 1 
训 志 和 阿 Ch (CDeks = 时 Ce 1 (DR 有 
沪 


卫 2 RE 
WA | 开工 

-mt 宙 TEORCECOTCD “ 

人 DLA+DE-L -LI=D 


二 之 7 元 玫 认 C 一 二 到 Ci 1 


3j=0 


aa 
6 1=0 


0， 的 
_(m+DT(CDmmb 主人 二 1 


0<i<m-l ， (18) 


0， 
2mml!， 一 人 


由 (17) 及 二 项 式 展 开 知 
k(m 一 2 -| 


不 断 使 用 LEHospital 法 则 , 我 们 有 有 Ce CDerm -2bmm=- 2 - 


2mmhm 一 


Te 2k) 癌 -1i y 
lim 宋 es- 昭 包 


40 ) 问 二 297 
CODE 二 2 问 吕 二 
下 立 cCnh 
ae 2 下 D[wm 一 多 关 一生 罗 
一 六 CR 2mml 下 中 
师 mm (m(0) = 了 (0). 
Ce 一 om- 
= 史 避 和 2rml Se 
RE0 


四 在 区 旧 上 各 续 7 隐 0 


Caovam 2 下 1 区 294 区 


J 回 四 = 人 


存在 , 且 恒 为 堆 . 试 证 : 4 悍 为 娄 )， 


(ae) = Ahz+ 卫 ， ( 


D， 则 五 为 西 梢 数 . 用 反 证 法 - 藻 已 不 是 凸 摧 数 ,， 则 


[可 上 的 连续 郴 青 忆 (z)] 满足 FDI(o) > DY te， 
三 (z2) 一 严 (ci) > 


有 全 
有 2 一 ZI 


严 (zs) 一 上 卫 (2 . 


B3 一 21 


证 明 。 先 证 : 若 
3 zl < z32 < 3 


Fea) 一 下 (zl)vz 
全 和 二 二 全 有 


海 


严 (z) 一 G(z)， 我 们 有 
(za) = 0 
小 基点 & 处 取 得 , 这 必 明 

) + GE 一 2 < 0. 


用 +2 央 一 28 的 士 HE 一 2 
4h2 


~ 0, 于 是 瑟 为 凸 函 数 ， 在 丁 秀 数 的 定义 中 令 = 一 0 [| 


则 Fea) > Glza)- 令 瑟 (=) 一 
了 (za) > 0， (zs) = 0. 


大 值 在 (ly ms) 


于 是 五 在 [za,es] 上 的 最 
FDIS) = 瑟 PG) 一 和 


这 与 假设 涉 质 . 故 有 结论 ， 
对 Ye > 0, 令 瑟 (z) = Jlz)+ez? 则 Fl(z) = fDl(z) + 2< 一 2 
为 凸 函 数 ， 
， 类 似 上 述 推 理 知 : 若 [a 晤 上 的 连续 函数 Ga) 满足 GI] (ze) < ovyazee(apb 则 G 为 凹 通 数 , 考虑 Ge(m) 一 (ze) 一 em2， 量 种 


限 过 程 知 了 为 止 秀 数 ， 
综 上 ,了 茎 是 西 函 数 ， 也 是 四 函数 , 而 


ae[o 申 一 3te[o,]， st.=( 
一 了 (z) 一 人 L-tf(a)+t(b) = [了 (一 


1-ta+ 志 
f 四 二 fa + Ha. 


业 -- 一 一 


falt+7a = 人 0 


避 上 迄 续 , fla) < 了)， 又 设 对 一 切 =e (as ji Je 二 7 到- 存在 , 用 g(z) 去 示 这 3 襄 


设 flz) 在 [oa， 

从 试 证 存在 ce (o, 虽 ,使 得 g(c) > 0 (南开 大 学 ) 

(注意 愿 目 未 假定 导数 存在 ) 

证 了 明 . 由 

lim， f(z) = 7(o) < 1 二 贡 < 了 = im fn) 
及 函数 极限 的 保 号 性 知 了 Ca 二 Tb) 
a<ama+6 一 J(z) < 了 2 去 
35>0， 的 辆 

考虑 集合 


二 人 [ao,bji 7(s) > 了 二 1 Yase 可 


则 由 De 4A，A c [a, 及 确 界 存在 原理 知 = inf 入 存在 , 昌 由 (19) 知 ac+6<c<b 一 0. 


又 由 下 确 界定 义 知 
z>c=”3te4， 5 
于 是 
Ja =- im fla) > 2 
另外 , 由 (已 有 zz > ec 一 7(z) > + 地 ) 


了 二 


工 1 
一 元 g 一 3c 一 元 和 sm < st fsn)< 本 


+ 


Jinmsn = c， 了 (6) 一 im fsn) 区 


了 ct+ 一 fc 下 lim fle+(e-sn 让 -fle-(ec 一 sn)) 


t 一 0 二 ,im 2 
mm 


最 后 一 步 的 理由 为 ; 


区 
1 二 培 < 了 (2c 一 sn). 


0<c-sn 一 0 人 一 o); snmn<c<2c 一 sn 一 (sn)< 


3.3 Taylor 公式 


练习 3.3.1| 求 ezz-m 包含 m5 
国 是 | 合 ms 项 的 Taylor 展开 式 。 (北京 大 学 )， 


e2z-a? _ on(2-a) 


二 P2 2 一 2 
1+z( 2 一 z) 上 一 人 员 ss at La 


24 120 
一 ar 沁 
有 至 + ) | [23 + Ci22(-=) + C32( 一 on)2] 
6 


二 开 攻 十 CH 人 Ca mm 
120 

一 工 十 23 2 取 -4 23 ar 
“+ (C++ 人 )2+ (全 -型 + 区 


“， 胡 攻 6 24 
+ (2 Cl2s 25 


6 2 了 巧 ) am5 十 olm5) 


=1I+2z+a2_ 2a_ 5 4 工 
“本 


[ 陈 习 3.3.3| 3.3.2| 设 7(z) 在 无 穷 区 间 (zo, +oo) 上 可 微分 , 并 有 lim (za) = lim， y(z) 存在 卫 有 有限 ， 试 证 : 在 区 间 (zo, 十 2) 内 至 少 有 有 
一 点 6, 满足 (ES) = 0 (山东 大 学 ) 让 

证 明 ， 往 用 反 证 法 证 明 7 在 (zo, +ec) 内 变 号 , 而 由 书 第 224 页 例 3.2.24 知 3 East Ho =0， 

事实 上 ， 若 了 不 变 号 ， 则 j 恒 大 于 零 ， 或 恒 小 于 零 ， 不 妨 设 jw 重大 于 只， 而 六 严格 递增 ，。 据 书 第 207 页 例 3.2.1 知 
39) st 大 (7) = 0. 由 大 的 严格 递增 性 知 z > 刀 一 fr(z) > 户 (7) = 0. 特别 由 ，j(2m) = 0. 于 是 


王 20 一 了 (z) = fj(2n) + 六 (2n)(z 一 2m) 十 志 全 (z 一 27)2 > (2n) + 六 (2m)(m 一 27)2， 


令 z 一 +cc 得 ip 了 (z) = 二 oo. 这 与 题 设 矛盾 . 故 有 结论 . 


练习 3.3.3| 设 flz) 在 [o,+oo) 上 具有 连续 二 阶 导数 , 又 设 f(0) > 0 fr(0) < 0，(z) < 0 (m < [0,+eo))， 试 证 ;在 区 问 


人 -和 ) 至少 有 一 个 点 和 全 和 Xe) = 0 (站 大 多 
证 明 . 由 Taylor 公式 ， 
j(z) = 7(0) 十 也 (0)m 十 三 < (0) + 了 (0)z， 


于 是 7(0) > 0,， 了 (C 殉 ) < 0， 据 连续 函数 介 值 定 理 即 知 结论 成 立 . 


练习 3.3.4| 设 7(z) 在 ro 的 邻 域 里 存在 四 阶 导数 , 卫 |f(4) (z)| < MX 试 证 : 对 于 此 邻 域 异 于 ro 的 任何 严 均 有 
7 四 一 37)+ fn| < 好 可 -ojz， 


了 (rzo) 本 二 507 
其 中 my 与 m 关于 zo 对 称 . 
证 明 .。 由 Taylor 展开 ， olao) eol et (6) 和 
Fe) = flzo) 十 了 (zol)(m 一 mo)+ -一 (一 zo) 十 一 6 人 


了 (4) 
eol -aop+ Pa -op+ 瑟 国 @-ae 


Fa) = J(ao) + 了 (oj(z 一 z0) 下 


1 全 二 TCD oo) 


相 加 并 注意 到 z' 与 ” 关于 0 对 称 ， 
加 24 


yz 上 te) = 27(zo)+ 了 (ea) 人 一 0) 
人 2 一 zo)?| < 将 ee 一 zzo)2. 


一 了 0 


PP(ao) 一 


ji (4) 在 F 在 点 c, 使 
] 上 舌 彝 ; (3) fa) 在 (中 内 存在 (3) fla) = 了) -0 人 (ob 内 存在 点“ 
在 六 -人 往 红 1 
人 ,也 人 使 吕 < 0。( 四 川 联合 大 学 ) az0 处 取得 , 而 f(zo) > 
F 在 折合 天 2 大 值 只 能 在 (ay 昌 内 某 点 za 
内 存在 使 了 (7 给 出 另外 的 证 明 ， 据 大 意 ， 了 的 最 大 值 只 
在 给 出 另 
过 一 个 证 明 ， 现 


Fe) > 0. 求证 : 在 (oa,D | 
ii 习 3.2.18 | 
证 明 . 练习 3 拭 了 的 6 -oj 全 了 (< 0. 


0, (mo) = 0. 由 Taylor 展开 ， 7 四 村 flao) 汪 
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求证 : 2 (zJ>8， (华中 师范 大 学 , 淹 


im 7(o = 一 

琪 可 3.3.6] 放 fle) 在 [0 上 上 一 阶 可 7(O) = 了 0 一 村 生 4 
练习 3.3. 展开 ， 

让 -1 fr(no) = 和 据 Taylor 
1 了 在 coe (0 处 到 彻 最 小 值 -, 则 了 本 人 
Jo) = 

7 本 
ya = yeo)+feo)QL 一 中 ) 人 


2 
浴 1- 盖 ， 了 网 -ao 


工 工 > 8. 
max jn(z) > max 信人 二 2 舍 ， ar 
0 苹 囊 1 
WE < oa fal<b 证 胃 : 当 0 < = < 和 
LE 前 时 数量 当 0 <m< 工 叶 恒 有 17( 和 
训 数 了 fa) 在 区 间 [上 有 一 队 


< 2a+ (数学 一 ) 


“al 
站 有 7 人 号 
(0) = flae) + 六 (z)(0 一 可 十 2 
1 的 
7 四 Pa 本 +- 
相 减 得 
v 外 
Jo) = fa + 了 人 = 人 


了 
3] 和 20 十 可 


=J(D = 了 自 二 0. 证 明 : | 了 (ae)| < 将 中 


lpals 2a+2IGL 一 a?+a 


遇 ja 在 [o,1] 上 二 次 可 伍 , fo(zjl< MO<m<DyM> 0T(0) 


时 
证 明 . 荐 0<z< 了 则 由 Taylor 展开 ， 


了 (0) = f(z) 十 尹 (z)(0 一 ) 十 


二 -ora 人 -小 型 全 中 


Yo -oj 


相 减 得 
Fo)| | 疙 昌 wa o) 1 ?Ma 民 
| 吏 | 过 | (0 一 z) 了 各 上 所 本 [zz + (1 一 z)3] 基 有 


贡 亿 地 ,着 了 < <l 也 有 | 人 zj < 兰 . 


设 函 数 f(z),g(z),p(z) 有 连续 二 阶 导数 ， 试 求 


了 (z) gm) P(z) 
ylz+hm gz+h pz+h 
flz+2h) glz+2h) pr+2p) 
解答 , 设 gl = 万 g2 = 9g, gs = P, 则 由 Taylor 展开 及 行列 式 的 性 质 , 我 们 知 题 中 行列 式 为 


[7 
力 727a 


J 二 (华中 师范 天 学 ) 


IDD 
产 一 0 情 3 


(Siam) ja o] 


-了 (Dreeaaaaht) + 罗 an+ 玫 Ge 


思 , 各 和 
ee 十 qh (z)2 天 十 于 人 ant | 


三 _1lyrGaiaija) fo / 
+ [oopoois)+ aaaata .ago 
9 多 (62 1 
+ 本 人 加 十 里 四 吹 四 .2 罗 +an(ojan | hm 
2 
9 (Ejaiah) 2 | ) 哆 (pa， 
亲 


世 oo 人 2 | 本 二 oo 


罕 Euam| ， 唤 (isah) 本 
民 疯 和 2 人 ) 玫 Cn 中 思 oa] ha + olha)、 
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于 是 
县 Ga ， oa(z) ga() qa(m) 
十 (er(e+(G-Dai = 2| 他 () 的 (tm) 9(m) 
GY(Siah) 吧 (Eaah) aqg(Eaian) 
gl(m) qa(m) gs(m) 
二 | 办 (an) 略 (ean) 路 (san) | + on)， 
意 让 sa gilm) gz) 的 (m) 
工 | gl(z) ga(mz) gstm) gli(m) ga(m) 9a() 
中 而 1 人 + 全 一 攻 问 = 2| 攻 () 的 (m) 的 可) | 二 | 双 ( 本 (im) 后 人) 
竹 (m) 吗 (z) 骤 (m) 叹 (m) gm) g(m) 
9l(z) ga(rz) gs(m) ylz) glz) pz) 
一 | qi(e) g(e) gs(z) fm) gm) pm) 
q(z) gg(m)  gS(m) 了 (mm gm PP (m) 


练习 3.3.10 | 芳 当 一 0 时 使 ez - 
解答 ， 若 = 0, 则 当 a = 1 时， 
荐 bz#0, 则 当 |z| < LVIb| 时 ， 
1 二 am 
1+bm 


1 工 +bm +(a 一 bm 
1 十 bm 


是 , 问 数 ab 应 取 什么 值 ? 用 的 宕 级 数 写 出 此 时 的 等 价 泡 穷 小 


1 工 二 am 


2 0 
Im 人 9 


=1+(a 一 br 也 (-bm)k = 工 十 阿 (aa 一口 ( 一 DRmR+1 
天 =0 K=0 


=1+(a 一 bm 一 (a-bbaz+(a 一 bbzaa+olza)， 


2 m3 
e 一 1+z+ 一 十 一 汪 
0 


一 (a 一 oz 3 + o(m3). 


工 十 am 县 和 
< 十 半 人 
诗人 =(e ole+| 计 + as + 
令 
1 1 1 
1-(- 昌 -0 了 (ebp=0sa- 到 5 一 3 
则 
1 工 十 az 理 3. 1+oazr 、 工 3 
= 一 = 三 贮 = 0 
信人 全 0 


综 上 , 我 们 知 当 a = 


时 , 当 0 时 ,ea - 工 荆 az 达到 了 尽 可 能 高 的 无 攻 小 庆 . 此 时 ， 
1 二 bz 


工 十 am 亚 屋 
一 人 
@ 十 已 
练习 3.3.1T] 设 flz) 在 闭 区 问 [a, 避 上 二 次 可 微 , 刀 ( 呈 主 )- o. 
(1 试 证 存在 E e (a, b), 使 得 
| 冯 (6)| > 丰 1 一 了 (ajl 
说 明 常数 4 是 最 好 的 ( 即 对 任何 RM > 由 总 可 找 一 具体 的 [oa， 人 及 其 上 满足 条 件 的 了 (z)， 使 对 一 切 es (ab， 都 有 
| 帮 ( 人 | < 区 二 二 | 了 (b) 一 亏 (a))， 
(2) 如 果 再 设 7(z) 关 常数 ， 试 证 存在 7 e (ab)， 
| 天 (9)| > 一 jf(a)|， (南开 大 学 ) 
证 明 。 (1) 由 Taylor 展开 ， 人 
已 /7 a 十 b 也 ) 上 ， 
7@-f( 生 )+7 2 )k 2 )* 2 3 ) 
bwvfa+tN 1 儿 G 1 at+tb 
而 二 加 区 Je 过 2)+ 2 ee | 
相 减 得 到 2 
j( 人 四) 一 素 (C) fb 一 
j 四 -fa= 一 ( 雪 ) ， 
和 |P 加 二 玫 (O| < 史 (O+ | 产 (| < max{lynbl7"G)、 
4 和 _ lf- 一 fojl = 加 2 
他 一 oj) 
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毅 若 |7v(o)| 和 1"(6j 则 取 = 全 若 7"( 可 | > | 六 (hb 则 取 二 一作 
常数 4 是 最 好 的 , 事实 上 , 对 Pd > 4 我 们 可 选 
VTSX7 -(-z)jc，-1<z<0， 
(2 和 放 


于 交 富 玫 保证 了 


则 ee > 2 保证 了 了 是 二 阶 连 续 可 微 , j(0) = 0; ce < 


AT 
_Paas If"(ml= ala-D< 本 [iD 让 GD 一 了 (一 1 
人) 设 Mz = max lw(a)h 而 9e[aa st 7 = RAT， 我 们 断 育 MT > 0， 落 不 然 ， 思拓 0 用 是 常数 ， 由 好 (二 
知 7 = 0 了 是 常数 .这 与 题 设 矛 所 ， 故 有 结论 ， 
据 Newton-Leibniz 公式 ， 
= 沁 ( +b_ =) 


ca< fo)- 了 个 司 + 人 ae= 加 -Pbdts M 
四 


2 < boysM(v-23 2 


我 们 断言 和 二 
2 ，st, ji(mo) < RM 人 


3as< 和 xzo< 


已 Q@ 十 
芭 3 se <ao<bstzo<M(o- 叶 )， 


若 不 然 ， 
va<e<o8 yo=nxf(2 训 下 ， 
vsie<ysuruw=M 人 -2 
这 赤 明 ) 
fa 十 YY- 
(0 (2 ) =- am 人 
玉 (z) 一 玉 ( 叶 2 
GO (2 = am -wx 
2 琶 一 六 
这 与 了 (号 存在 矛盾 故 有 结论 ， 
(20) 殖 含 
巴豆 过 而 二 2 二 2， st. | (去 D)| < mx( 呈 2 -am 
或 3 2 < 加 < 名 st roil< Mr (和 -2 ， 
若 不 然 ， 
yes<a<2e， fol= Mr 人 (2 -za， 
昌 Y He <y sb wo- 人 2) 
于 是 
二 一 十 已 导 隐 
2 -Mr 人 (2 -Il= 外 rr 四 电 j<m 
ba _ at+bNy er | 他 ww 一 
nx ) -rol-|Pareas 
这 表明 


这 与 (20) 矛盾 . 故 有 结论 
有 了 (21),， 我 们 就 可 以 来 证 明 题 目 如 下 : 


bb 
四 巴 - 儿 等 7 国 dt 十 了 了 (dt 
3 


If( 电 一 Foj| = 


b 
< 参 lat+ [Fold 


二 硬 
二 衣 || 二 (人 如 时 2 的 癌 
3 EN 


他 一 oa)> rw | 岂 一 
=M- 一 = 上 (9 一 一 
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3.4 “不 等 式 与 凸 函数 


(1) 设 避 
全 本 本 a 与 er 的 大 和 > 包 证 曙 : 


解答 ，(1) 


犁 “ SR 
es 的 大 小 . ( 复 日 大 学 ) > be; (数学 一 ) 


让 
al > 已 bma>anbs ma、Imb 访 s 
“在 [e+eo) 上 严格 地 关 
一 ye)=L-inmf = 
人 < 0， 


中 一 ee 


ms (e+o) “ 


(2) 由 (1) 的 证 明 过 程 知 


1 
fm) = 在 [e, +oo) 上 闫 格 递减 。 


这 表明 
lne 
> = ne>elnrwen > mi， 
练习 3.4.2| 设 0<b<sa, 证 明 : 2 二 es 


人 ns 


证 明 ， 若 e 一 则 结论 显然 成 立 , 磊 > b 儿 由 Las 


(兰州 大 学 ,四川 大 学 ， 华 中 理工 大 学 等) 
ange 中 估 定理 ， 


3 6e (ba， st ae-ib= te- 已 = 


<m2-ina-inb< 4， 


练习 3.4.3 | 证 明 ; 2” > 工 + mV3nrT (n > 1 为 自然 数 )，( 北 京 曙 电 大 学 ) 


证 明 ， 设 fj(z) = 27 一 1 一 = 3， 则 7(1) = 0， 


屋 En 一 去 权 四 
(z) = 2 32 区 = 一 芋 卫 记 (2V32 lin2 一 2 一 zln2). 


令 glz) = 2V52 有 In2 一 2 一 zlin2, 则 901)=3sin2-2=In8-2>0， 
g'(z) = 2V3ln2.2 生 -na2. 壮 一 In2 -= V5tin2)22 呈 -In2 
> 2(n2)2 一 In2=ln2[2in2-- 菩 =ln20m4 一 1>0(>1)， 


因此 ， gr(z)>0 一 glz)>gG)>0= 了 lz)>0=fon)>y0=0 ( 作 叶 兰 革 ， 


练习 3.4.4| 设 f(z) 定义 在 [0,q 上 ,ja) 存在 卫 单 调 下 降 , 了 (0) = 0， 请 用 Lagrange 中 值 定理 证 明 : 对 于 0 和 ca<b 和 <a+b 和 ec 
E 4. 儿 ) 下 一 ) 
恒 有 7(a 十 b) < 7(a) + 了 7b)， Se 国 
证 明 . 若 a = 0, 则 结论 自明 . 若 a > 0， 
la 十 串 二 了 加 一 六 介入 六 (0) = 细 = 区 (0<m<a<s5b<5<a+b. 
CD 和 


证 ; 当 村 (z2 Tinz>(z 一 DY (数学 一 ) 
练习 3.4.5| 试 证 : 当 m > 0 时 , (= 
当 mm = 时 结论 白明 . 当 天 工 叶 ， | 上 
征明， 当 m = 1 时 结 了 [ie- 二 =t-1? [e+a 加 om 引 
和 三 


(ez -Dinz 一 (一切 7 
2 +D3 -十 ， 
二 全 二 各 [c 


到 十 工 


过 (zz -De-tz-D2>0， 
1 < 症 + 工 一 E 


> 1， 
其 中 E 在 = 与 工 之 问 ,< max {， 


数学 一 ) 
可 _ 7(1) 的 大 小 顺序 是 ( ( 
加 >o 骨 (0), 了 (DT 一 0 2 > 0) D.7CD > TO-TCD > 7 


[ 拓 本 3.4.6| 六 在 有 二 专 全 70 > 70-TO> 了) 


1 -f(0) 人 <YGD (<6<3 
AT > 7(o) > 7 0 | 和 
解答 ， 选 也. 理由 : 妨 > 
消 中 
1 定义 的 可 微 函 数 了 (2) 
练习 8 47| 已 知 在 = > -1 里 定 > Prga=o 


ro+fa-5TT 


0 清 足 e-a < fa) < 工 (大 连理 工大 学 ) 
如 宛 


.上 胃 ，f(z) 在 
和 ylo) - 工 0D 求 了 (ai (2) 证 中 鸡 
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ya+yO 四 -二 70 王 -0 ， 
二 rw+yo+「7ode- [ro+ [re 上 j -9 

一 ya+1+ 人 Yelda- 二 二 六 e- 7 aa 

-ro+i+mi [e+rDrelaen 

一 (rz+I)T ze)+ 工 十 ec 十 工 

一 F(z)+I+R(z)=0 (ee = 「e 十 卫 太 (Ca) d) 


-1_en~Fle)=e 一 1 


)fx(s)ds =0 


二 [enP(aj]j = -ee 一 ecF(z) 
过 一 emSsfi(z)<0 


一 (e+Dfle)= -er 一 了 (一 一 TT 


二 er= < flz) = J(0) + 『 fr(bats1 


吉 Ra 和 
练习 3.4.8| 已 知 = < 0 求证 : 去 + TRGT 可 


证 明 ， 令 me = -由 则 要 证 当 苇 > 0 时 
时 业 昌 1+t wy 的 st (GL+HInG+ 芭 <0 


芭 生 1 
CE 


-| 7(0) =0 


< 1，( 中 国 地 质 大 学 ) 


fr 折 = 一 In1+ 直 <ott>o9 


aa aa b 
证 明 : 时 二 < 于 二 二，( 风 外 赛 古 ) 
ea 十 eb 


证 明 ， 不 妨 设 a > 忆 则 仅 需 证 明 e” 一 e < (a 一 日 一 为 此 , 令 


Ha] = 一 昌 一 人 -中 玫 二 ， 


则 由 7 = 0， ， 
Y@) = 人 一 二 名- 和， 了 四 一 0 


WA 
(rz) =e 村 人 本 村 二 人 -日 本 <0， 站 > 日 


知 z>08 一 六 (ez) < 并 思 =0 一 flz) < fb = 0 特别 地 ,7(a) < 0- 
练习 3.4.10| 证 明 : 对 自然 数 mn, 有 
e 工 
二 


证 明 ， 由 均值 不 等 式 知 


于 是 


另 一 边 的 不 等 式 


2 
wy 二 开 1 
yw) = + 到 二 5 当 
记 I 2 1 
太 (z) = 一 十 本 4 十 严 
(1+z)2 2+m (2+m)2 GT+az ”GT+az5 
六 工 1 
(L+az)j2 (2+a)2 Ga GT+95> 9 


知 z>0= ji(z) > (0) =0 一 flz) > 7(0) = 0. 特别 地 ,了 自 本 
作 
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练习 3.4.11| 王 > 1 r > 1 证明; 


只 >1+re-D+je-D(zt) . 
证 明 。 据 Taylor 公式 ， 肌 
| 信 直 -而 


=1+re-D+ 三 埃 丝 二 和 " 


DGrese 一 I7 


江 2 
Ca 如) +e>n da+ep<m 四 ， 


[区 习 3.412] ， 设 g(z) 在 [a, 避 上 连续 ,在 (ay 日 内 二 阶 可 导 ， 由 low(mj| > m > 0 (m 为 常数 ) 又 gla) = go) = 0， 证 明 : 
Ra |9()| > 瑟 @ 一 oj (北京 师范 大 


证 上 
明 ， 由 lg"(z) > mm > 0 知 g 关 0. 而 可 设 Ra lg(a)| = lg(6h 6e (ai 日 于 是 9(6) = 0 据 Taylor 公式 ， 


9g(a) = 9( 旨 +g'(E)(a 一 司 十 二 名 )(a - 提 2， gt 一 g(6)+g 人 GE) 人 一 外 十 和 人 一 6)2. 


于 是 
led = 恋 lo - 6 = 显 (OIHb 6 
2 
> 王 maxfke-aau6-69= 亚 (号 *) -于 -oj 
二 sin m\3 
证 明 ( 蛙 ) > cosm (0 < le| < 开 )， (外 内 大 ) 
证 明 . 由 于 不 等 式 两 端 均 是 偶 阴 数 ,而 仅 需 在 0 < mn < 交 上 讨论 . 注意 到 
要 中 
( 垩 =) > cosz 全 0< sin3z(cosz)-l = sin2ztanz 一 az3 = 了 (z)， (o 人 下 由 


为 此 , 我 们 算出 


jr(z) = 2sinmcosztanm +sin2zseczm -3cz2=2sin2z+tan2z 一 3r?， 
j"(z) = 4sinmcosz 十 2tanmseczz 一 6rz=2sin2m 十 2tanamsec2zz 一 6zm， 
jw(z) = 4cos2m+2sec4zr+2tanr'2secztanzsecr 一 6 

2 


一 4cos2mr 十 2sec4m+4tan2msceczm 一 6， 


(4(z) = -8sin2z +8 sec3m .secmtanm 
上 4(2tanmsec?m .sec?z+tan2m :2secztanzsecz) 


-8sin2z+8sectztanr+gltanmsectz 二 tan3msec2m) 
Sin z 
cos5 


_8sin2r+8sectztanz = 一 16sinmzcosz+16 
工 
一 16 sin [ cos 了 十 | 过 0. 
CDS ”了 
Jw(0) = 0 f(4)(z) > 0. 据 Taylor 展 式 ， 


3、 了 G (和 
o<= < 了 7 四 = 天 由 + 攻 胃 > 


因此 ,7(0) = 旋 (0) = 大 (0) 一 


1=0 
练习 3.4.14 设 0<s<y<1 或 1<a< 切 则 芋 > 天 ， (中 国 科学 院 ) 
证 明 . 而 
芋 > 纺 ay-1>s1 人 (Jinz>(z 一 IIny 
上 BY 
。 = > my (ee-Dw-3>09)， 
灾 一 工 3 一 工 


族 仅 需 证 明 (6) 三 了 在 (0, 1) 上 严格 递 碱 ， 也 在 (1, +oo) 上 严格 递减 , 事实 上 ， 


了 (一 了 一 Jo g 的 
了 的 = 让 二- 2， g 折 = 七 一 1 一 tlntb 
0， 0<t<I 


更 
g() = 0， 9' 由 = | 二 让 证 


因此 ， 
ti tt1ng 的 <gG 一 0 一 了 四 <0， 
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时 于 内 任 一 工 有 
练习 3.4.15| 若 > 了 则 对 于 [oO,I] 本 Wai 
zpP 二 (1 一 z)P > 了 7 二 于 是 于 是 凸 冰 数 (比如 参考 书 第 276 页 定理 5). 这 组 名 
纪 工 . 


(s 和 二) -7 人 22 


到 [o,1. 


一 cp, 则 jz) = P(P 
下 1 四 + 了 ->7 


证 明 ， 设 7(m) 上 
zp 二 (二 本) 
2 


证 叫 : 
练习 3,4.16| 设 普 为 自然 数 , 0 < < 1 
un _ ae) < 工 。 (江西 师 意 大 多 ) 
豆 


>0，0< 了 < FT 


证 明 ， 设 flz) = z"GL 一 z， 则 
re) = nr 一 相 十 an(-D = zni[(m+Im 一 可 <0，<z<1 
故 区 济 n+1 工 1 
划 二 Re ER 
ys<y (5 下 (二 1) 元 宙 (二 地 本 
其 中 最 后 一 步 是 因为 nt 本 让 (+ 了 二 可 _ 侠 
1) 了 -人 十 志 元 十 2 对 十 2 
大 灰 十 1 ， 有 - 四 二 工 . 
5 加 (二 =.(R MT 
设 0 < = < 1 试 证 : 
袜 ed -aa < 生 。 (中国 科学 隐 ) 
Y= 工 
证 明 ， 设 瑚 (z) = zi(1 一 总)2， 则 由 
ie) = it-1G 一 aci2id 一 oz 一 各 (一 z)2i1[(1 一 ) 一 2z] 
2 2 一 1 >0，0< 二 < 志 
= icir1(1 一 吕 aa | 
和 迪 二 全 4 总 本 亏 全 
光一 Se 半 3 2 让 本 放 本 2 本 
下 外 提 下 自 ( 专 ) 名” 人 < 也 ( 筷 ) 革 可 ”好 - 
练习 3.4.18 | 求 出 使 得 下 列 不 等 式 对 所 有 和 白 然 数 都 成 立 的 最 大 的 数 ae 及 最 小 的 数 B: 
十 实 a 十 有 
人 ”ss (+ 人 国学 营 北 训 东区 
解答 . 
TVn+a TVnm+B 
(+ 芭 < ex 1+ 二 ) mranm 人 +)js<sise+pm(i+) 
会 a GT 相 一 及 甩 月 全 ca 芯 GT 可 -zz<kxpB(yz>1l). 
故 
二 二 请 关 ， 洒 二 _ 1 
ac iT) 甩 SB 7z)， f(z) 三 二 
由 严 
1 = 生 工 1 
Fr(z) = 人 ( ) = 1 
In” (1 二 去) 3 2 、 Ga ac 
g(z) = jn 人 十 世 .jz(z 二 1T)， 
党 上 匡 亿 呈 二 钙 十 工 
9 (z) 于 王 (zz 十 1 十 人 < 5 
工 


-十 亲 广 :于 (0 


要 1 

本, 间 村 林 区 到 -| 
可 2 

人 n+ 一 (0<t<1T， 


Ht) = 2 2 1 1 
汪 瑟 可 
+t (1L+ 动 翘 证 汪 Tt 至 


列 0bu 内 


知 
z>10<ts1 一 hb> lim hls)=0 (- 光 
二 8 汪 


二 
一 9 四 >0nolel< vipogt)= im In(1+ 上 人 二 可 
二 省 全 求 二 全 二 冯 灿 
z~*0 十 放 
一 了 (zc)>0 
-| ac=y0D=m-1 


有 = lima-+oo f(m) = limt_o+ [ma 攻 | 二 汪 导 
最 后 一 步 我 们 用 了 如 下 极限 ; 


i t 一 In(1+ 汶 t 一 In(L+ 芭 SS 才 
所 [5 二 | 雹 浊 = 吉 IE _ 工 ， 
t-~o+ | ln(1I 十 世 ) 引 2 tin(L 十 二 议 呈 看 mn 有 


证 明 : (1) 二 丁 冰 数 之 和 仍 为 凸 东 数 ; 
(2) 三 递增 非 负 凸 函数 之 积 仍 为 凸 甬 数 . 
证 明 ， (1) 设 户 9 为 区 间 工 上 的 凸 数 , 则 对 Y Xe [0,1]，z,y e Th 有 
了 (Xz+ (1 一 X)2) < 和 flz)+(1L -和 》X)f()，g(Xme+(L 一 X)y) < Xg(z)+ (1 一 入 )g(z)， 
相 加 即 得 了 + 9 为 西 冰 数 . 
(2) 设 玉 9 是 区 间 工 上 的 递增 非 负 的 凸 函 数 , 则 对 V Ae [0,11，z,y ez 有 
f(Xae+(L- AM)a)g(Xz+(L-A)a)<[AXflz)+(L 一 AT7()][Xg(e)+(1-A)9(] 
= Xzjf(z)g(z) + AL 一 A)[f(z)g(a) +T(o)g(m] + 一 A)27()g() 
= Xf(zjglz) + G- AM)7(g)g(y) - 入 - X?)7(ajg(m) 一 [Q 一 入 一 一] 
+ 和 AL 一 和 A)[7(z)g(y) + 7(y)g(z)] 
= Af(z)g(lz) + (1 - X)7f(y)g(y) 一 AL- AIf(e) 一 TCDl[e(z) 一 9(] 
和 和 Xf(z)g(z) + (1 一 入 )7(y)9()， 


练习 3.4.20| 设 0 < a < 1 ,2 关 0, 证 明 ; 
(华中 理工 大 学 ) 


meal < am 十 (1 一 co)y- 


证 明 ， 若 ==0 或 % = 0 则 结论 自明. 若 m> 0 且 2> 0 则 
maa1e <az+-oayeamnz+t-omy<linon+(tL-o) 雪 


工 
< (tt) = Int 是 (0, 十 2) 上 的 四 前 数 二 太 的 一 一 耕 < 


练习 3.4.21| 设 flz) 在 [a; 品 上 连续 , 且 Y =1,mz2 [@ 避 ,0< 入 <1l, 有 Jaa+ (1 一 X)zaz] > 和 (ma) 十 (1 -- 入 ) 了 (zz), 试 证 ， 
在 条 却 EOE 二 册 丰 在 ,D), 使 ro 十 E [oa,b， 
对 任何 Te (0,b 一 oa) 必 存 在 mo E (oa 日 沪 皮 ai 本 和 
5 一 a 
弦 的 弦 . (广西 大 学 ) 


畦 
即 在 [a, 可 上 册 线 y = 了 (m) 有 任意 长 度 (不 超过 端点 弦 ) 平行 端 
二 他 glc)- -oh 则 gl) 为 区 本 上 到 oo aa 
3 mo e (a;Db)，st azo 十 下 E [ob st 人 | 


gle+ 加 一 glz) 9 一 ga) 则 据 书 第 272 页 定理 3 知 ha) < 0 ht 一 T) > 0 据 连续 函数 介 值 定理 即 知 3 6 
加 瑟 一 Q 


设 h(z) = 十 

是 人 于 放 帮 著 上 = a 则 对 0<e<b-a- 了 , 有 hta+s) > hao) =0， hb 一 切 
站 1 二 即 知 结论 成 立 ，， 

定理 ， [ae+e'p 一 如 (ab，s.t, P9) 一 0 取 mo = 9 即 知 结论 成 立 


3en) 上 (za)] > 


< 0. 据 连续 范 数 介 值 


试 证 : 对 于 [a, 避 上 任意 两 个 不 同 的 点 =l)z2 有 


(23) (号 西 师范 大 学 , 天津 大 学 等 ) 
2 


证 明 ， 据 Taylor 公式 ， 宇 二 + 了 (2 ) 人 
re 本 -at 
-y (232) + ) -人 
) 7 (2 和 2 7 人 -于 拓 + 工 加 (mm 2 ) 
(za) 一 7 
( 呈 ) 
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空 二 袜 )， 


相 加 得 Flzi] + 了 (za) > 2 


设 7(z) 是 区 间 工 上 的 严格 凹 秀 数 , 即 

(MXzo 上 (1 一 X)jaa) > A7(mo) 十 ( 一 入 )7(zi) 
最 大 值 , 即 Y zeh 右 了 
而 仅 需 证 : 若 9 者 极 小 值 g(zo), 则 


Vzozierl ve(0， 1 
) < 7(zo), 因而 了 的 极 大 值 若 有 必 唯 一 . 


g(zo) 必 为 9 在 工 -的 格 最 4 届 


练习 3.4.23 


试 证 ; 若 有 极 大 值 fleo), 则 (co) 必 为 了 在 工 上 的 闻 格 
证 明 ， 设 gtz) = 一 F(z), 则 g(z) 为 工 上 的 严格 丁 冰 数 ， 
YeeT gtz) > g(zo) 因而 9 的 极 小 什 点 着 有 必 唯 一 


事实 上 , 由 g(zo) 为 9 的 极 小 值 知 
36>0st.VyeE(ro 一 中 


ao+6lnT 一 9() > g(mo) 


6 
对 vaeT exao 取 入 e (o 寺 min， 记 ) 同 
la-Aeo+azm-azol= xm-zol< 二 <6 


知 
g(zoj <g((1 -和 X)zo+ xz) < (1 一 和 )g(zo) + Xo(z) 一 g(zo) < g(z) 


3.5 “导数 的 综合 应 用 
练习 3.5.1| 试 确定 ape 使 g=az3a+az?+bz+c 在 一 工 处 有 拐点 , 在 m = 0 处 有 极 大 值 1 (无 锡 轻 工业 学 院 ) 
解答 算出 W = 3c2 + 2az+b 录 =6z+2a 一 2(3z 十 a)， 据 题 意 ， 


WOD=23+wW=-o=a--3 wy(0)=b=-0 3(0)=e 一 上 


练习 3.5.2| 设 Fla) = 「 cost dt 试 求 F(e) 在 [o,] 上 的 极 大 值 与 极 小 值 .( 北 方 交通 大 学 ) 
D 
>0，0< 和 < 到 款 所 司 
解答 由 Er(z) = er= cosz 1 0， 一 = 各 知 严 在 [o, 吉 ] 上 严格 递增 ; 在 [ 王 ,r] 上 严格 递减 故 王 在 瑟 * 列 


< 0， 等 去 亚 委 看 

大 值 下 ( 工 ) = 作 ertcostdt 一 2 工 (这 里 ， 我 们 利用 了 Tertcostdt = -Tecostdert = 一 [ecost 一 人 (一 sinbe 邓 
。 

_e-tcost+Tsintde- = -ertcost 上 ertsint 一 人 (coste 环 dt 一 人 ecostdt 一 Seint-ees 蚊 ); 三 在 0 处 取得 极 小 值 玉 (0) 可 


到 在 二 处 取得 极 小 值 玉 (r) 一 上 0 


练习 3.5.3] 作 函 数 flz) = lm + 2le- 专 图 ，( 清 华 大 学 ) 


一 (zz 十 2)e- 圭 ， 和 一 2 
解答 . flz) = 1 (z+2)e- 寺 ， -2 和 zz<0 . 当 z< 和 -2 时 ,lime--o zz) =- -lilims 。，u[f(z)-(-o= -1 一 了 | 
(zz 十 2)e- 去 ， 2>0 
线 3 汪 -zz 一 1 了 (om) 二 二 二 (as#mt3) 有 司 


才 
Jrfe) = Se-2 < 0 J(-2) = 0 天 (2) = -时 . 当 -2 和 < 0 时, 7(-2) = 0 


玫 (-3) = 时 lim _.o- flz) = +oo 一 了 有 垂直 渐 近 线 y = 0, (z) 一 
0， 帮 (z) = 一 -3 > 0.， 当 m > 0 时 ，lima ,o+ f(z) = 0 fi(z) > 0， 玉 (z) 

>0，0<z< 呈 ， (ma) ER 
，limo_ ,+oo ze = 1， limz-+o[f(lz) 一 z] = 工 一 了 有 和 斜 浙 近 线 9 


过 小 他 > 三 


可 
m 十 工 综合 这 些 信息 ， 我 们 可 作出 了 的 草图 如 右 : 


二 二 
2 王 (z Hz+2) 、 
7 


练习 3.5.4 | 写 出 下 列 函 数 的 渐 近 线 : 
(D 出 线 y = msin 工 (z > 0)，( 数 学) (2) 出线 y = 过 和 (数学 一 ) 

in 工 

解答 ，(1) 由 _lizn_y(z) - _Jizn。 "至 一 1 知 示 数 有 水 平 浙 近 线 y = 1 

(2) 由 lim y(z) = 1，_Him, ay(m) = +oo 知 画 数 由 水 平 渐 近 线 4 = 1 生 直 源 近 线 m 一 0。 


练习 3.5.5 | 已 知 一 直线 切 曲 线 y = 0.1z3 于 m = 2, 且 交 此 此 曲线 于 另 一 点 , 求 此 点 坐标 ，( 上 海 科技 大 学 ) 
解答 ”由 厢 意 , 直线 过 点 (2, 0.8)， 斜 率 为 0.1 . 3m2|e-z = 1.2， 故 直线 方程 为 V - 0.8 = 1.2(z 一 2) 全 y = 1.2m 一 1.6. 出 


2 = 0,1c3 得 0.1za = 1.2z 一 1.6， 
0=aza_-1l2o+16=az3-2c2+2(c2--6z+8)=zztc 一 2)+2c 一 2)(z-4 


=(z 一 2)(z2+2z 一 8) = (z 一 2)2(z 上 4). 


故 直线 与 y = 0.1m3 的 另 一 交点 为 (一 4, 一 6.4). 


ED 忌 的 于 四 内 作 一 面积 最 大 的 答 蕊 ，( 山 东 大 学 ) 
解答 , W zx2 + a2 = R2 (y > 0)， 矩形 右边 的 横 坐 标 为 = (0 < = < 且 ， 则 矩形 面积 S(z) 一 2zVFZE 二 27， 念 
-Reos6, 则 Stz) = 2 及 cos8 . 尺 sing = R2 sin26 < 本 . 因此 , 5S(z) 在 0= 等 必 = = : 乔 时 取得 最 大 什 严 … 


函数 7(z) 在 (一 oo, Teo) 内 连续 , 其 导 数 户 (z) 的 图 像 如 图 所 示 ， 问 前 数 了 (z) 由 几 个 极 大 、 极 小 全 点 ， (数学 一 ) 
>0，zD<a 
<0，a<m<b 
解答 ， 由 天 (zz) 的 疼 像 知 fi(z) = 4 > 0，b<m <0 .因此 ,ay O 为 极 大 值 点 ，bye 为 极 小 值 点 
<0，0<m<e 
>0， 到 >e 


设 fla) 是 (一 oo, +oo) 上 定义 的 严格 递增 琢 数 ，g(m) 是 某 区 间 工 上 的 函数 ， mo E 工 为 内 点 
试 证 : 
(D z = zo 为 g(z] 的 杖 大 ( 极 小 ) 值 点 < 7(e(m)) 亦 以 = =o 为 极 大 ( 极 小 ) 值 点 . 
(2) 函数 g(z) 无 极 值 > 7(g(m)) 亦 无 极 值 ，y 在 R 上 严 \\ 有 类 似 结论 、 
证 明 ， (1) z = xzo 为 g(z) 的 极 大 俩 点 全 30 < 5 < 06， st,g(z) < g(zo) YmE Uleoyii) 30<6<i st' flg(z)) < 
flglzo))) YYzEeUlzo6l) 全 了 9g(m)) 亦 以 me = zo 为 极 大 值 点 ， 这 里 我 们 利 几 了 如 下 结论 : g(z) 和 g(zo) = fg(m)) < flg(zo)) 及 
gte) > g(zo] = f(g(z)) > 7(g(zo) 的 逆 寿 合 愿 (2) 作为 (1) 的 逆 香 命 愿 ， 是 成 立 的 。 


练习 3.5.9| 设 g(e), Ptz) 是 某 区 间 工 上 的 西 冰 数 ， g(z) 六 hz), 且 户 夫 0 试 证 : 只 有 如 下 两 种 可 能 性 
吕 稀 人 > 3 和 写 合 订 天 机 作 
人) 8 全 与 9 熔 我 全 有 相同 的 极 大 、 极 小 值 点 . 


h(z) 


证 明 ， 令 7 = 持 ， 则 2 全 承 全 = 了 (和 ) 由 了 = 二 让 -1 而 了 由 一 rr > 0 及 练习 3.5.8 知 结论 成 立 


练习 证 明 ， -人 如 一 DGz+2) 在 Wi 

练习 3.5.10| 证 明 : 函数 f(z) = tTTDGE 二 5 在 〈L 2) 内 无 极 值 . 

证 明 ， 当 1 < zz < 2 时 ,一 J(a) = 全 下 人 二 > 0 取 对 数 有 ImLfl = nte-D+ine+32) 一 Ine+DITD 一 In(2 一 z) 一 
-和 CCfol-= sr+ az 一 > > 0 一 -fa]>0 二 Y(z) <0. 故 了 在 (1,2) 内 无 极 伪 ， 


练习 3.5.11| 设 函 数 7(z) 在 区 问 工 上 连续 , 号 在 工 上 无 恒 等 于 零 的 子 区 问 , 若 fm) 在 工 上 既 有 朋 大 值 又 有 极 小 值 , 试 证 : 其 极 大 、 极 


丰 值 中 可 能 交 艾 地 出 现 , 并 且 年 个 极 大 值 必 比 与 相 邻 的 极 小 值 大 - 
证 明 。 设 el < za 为 了 相 邻 的 二 极 值 点 , 若 了 在 [zay zz] 上 的 最 大 值 M 或 最 小 值 m 在 (zl za) 内 某 点 E 处 取得 , 则 zl,62 


均 为 了 的 极 值 点 ， 这 与 1, 2 为 相 邻 的 极 值 点 征 捷 ， 
因此 ，RM 或 mm 仅 能 在 端点 1 或 =2 处 取得 , 且 不 能 同时 在 ri (或 rz) 处 取 短 ， 壤 不 然 , 不 妨 设 M 与 m 都 在 =i 处 取得 , 则 


M = flai)=mm 一 Je)= 了 lma)) 荆 < [ea ma], 与 厦 设 矛 后 
于 是 RM 在 ml (zz) 处 取得 , mm 在 z2 (zi) 处 取得 ，=1 (zz) 为 极 大 值 点 ，z2z (zi) 为 极 小 值 点 ， 了 (za) = M > mm = fm2) 


(flza) = RM > mm = 了 (1)). 


“个 圆锥 而 如 果 沿革 一 环 线 欧 开 ， 展 平 ， 就 会 得 到 一 个 扇形 ， 反 之 ， 每 个 扇形 可 卷 成 较 锥 面 ， 问 半 和 会 为 尺 的 房 形 中 心 伯 多 大 


硬 , 革 友 的 加 锥 而 容积 最 大 ? 
证 明 。 疫 遍 形 的 中 心 角 为 a, 则 四 能 的 下 底面 的 半径 > 请 足 ?rr Re 一 7 一 只. 回 锥 的 体积 


人 [amR2 _ar9] >0，0<7< \/R 
3VR 一 7 过 而 AR < < 忆 


vtr) = r2v 5 二 7T5 一 V'(r) 一 


3 
二 ve) < (到 二 2 


等 号 当 且 仅 当 又 R ea 一 2 时 成 立 


夭 本 3 513| 求 林 回 c2 + 好 -1 在 第 一 象限 部 分 的 切线 ， 使 它 被 坐标 轴 截 下 的 线段 最 短 ， 
佑 等， 栖 园 上 点 (z,2) 处 的 切线 方程 为 = 兴 二 革 = 由 YY=0mX= 吉 X=-0?Y 一 一 公 知 切线 在 z,3 轴 上 的 堆 距 分 别 为 
入 -和 于 是 切线 被 坐标 加 和 下 的 引 的 必 度 为 V zz 妈 . 
入 通过 Lagrange 江 子 法 求 flz,= 二 十 给 在 人 + 将 = 工 下 的 最 小 值 令 FeizhN) = 喜 二 右 + 和 (zz2+ 乓 一切 则 


由 2 
32 入 了 
2 人 二 可 2 十 一 一 六 一 
二 开 y 一 现 十 34 0， 工 x = 节 十 于 1=0 
线 方程 为 1 X+y -1eX+ 方 了 = VE. 
名 =9z= 考 4= 故 所 求 切线 方程 为 户 兴 二 雹 


4 ”一 元 函数 积分 字 


4.1， 积 分 与 极限 
练习 4TT| 设 ffo) 在 oj] 上 连续 , 由 fla) > 0 求 模 限 imn-a 7 (让 ) 了 (各 了 (了 0) 


解答 . 原 极限 -exp | 到: 六 my 多 | s [ 丰 ye) sz|. 
站 一 工 


练习 4.1.2| 考虑 积分 「a-aram， 证 曙 
。 
Cr _ 1 


o_1Lri. lca_-... 了 
Cn 一 35Cn" TIT nm 一 克 +T 
证 明 . 
Cai ceaas= 人 ct 
1 一 az)n”d: -| Cn(-z) dz = Cn(-1 = z 一 一 ]) -一 一 
fa- 人 cCorde- 冯 CD 忆 ctCO 


工 证 工 国 
= 上 人 id- (Lam = 日 ， 
二 
练习 4.1.3] 设 f(e) 在 [o,1] 上 可 微 , 而 且 对 任何 me (0,1) 有 | 太 (m]| < RM 求证 : 对 任何 正 整数 m 有 上 jy(z) dz - 二 闻 全 
1=1 N 钢 


其 中 RM 是 一 个 与 = 无 关 的 常数 ，( 南 开 大 学 ) 


证 明 . 
Fo, 的 - 队 民 me 二 (的 
=- 革 半 yeo -二 衬 7 人 (二 ) <e<3) 
< 二 peo -7 (| -3weore -下 人 <m< 虽 
< 


若 Ja) 在 [ay 加 上 可 积 , gta) 是 以 工 为 周期 的 琢 数 ， 有 在 [o, 7] 上 可 积 , 试 证 


避 了 b 
J 吧 全 7eioomdn= 到 | oa dz | red. 


证 明 ， 先 证 
dc 人 [ 开 
执 j 这 
a<c<d<sd 一 Hp 和 g(XAz) dz 元 直 g(ze) dr. 


事实 上 , 对 任意 固定 的 入 > 0， 


3m(M)，n(A) EZ st, mm-DT< 和 Xe<nT，mTs》Xd<(m+DTT 


于 是 
人 人 
< 


mmT 一 mmT<AXAd 一 ec)<( mm 二 II 一 (人 一 1) 工 革 寺 寺 
关于 -= 到 加 
和 一 +oo 入 下 
入 
| 9(Xz) dz 一 人 gbdt (Xz = 四 

起 1 TI 入 地 

三 实 [ g(tdt 十 [ g(t) dt 十 | 0 di| 
工 7 工 Ad 

-开户 soa+rm-a oa os9d， 


六 om dz 一 有 上 g(z) dd 


e 


二 全 人 7 一 人 d 一 c 
去 一 二 | dt 一 
plat+ 人 | - 邱 


开 1 (om+I 开 
< [ela+r 丈 | old 
入 J(n 一 1) o 入 JmT 


1 [7 人 一 人 d 一 c 
< 工 [eolat+ 人 2 - 扫 


往 证 题目 ， 同 书 第 315 页 例 4.1.10 的 证 明 过 程 - 可 将 9 写成 9=9+ 一 9 
.< zP = 忆 命 Mi = supaelo ieilfz)， Tt 


也 fei 0 
和 Xz) dm = 温 | 了 (rz)g(Xz) dz 入 总 ma g(z) dz. 
时 1 


二 1。t 一 1 训 


了 于 T 
人 eala+ 到 eold 一 0 Ato， 
而 仅 需 在 9 > 0 的 情形 下 证 明 题目 .对 fa 本 的 任 一 几 
= infeele_iicil 7 了 (z), 则 


的 分 划 :aa=zo<zl<… 


2 昌 
呈 太 ooades<| ye 
4=1 一 下 


令 入 一 +co, 利用 (22) 知 


书 
Ami [并 b 
忆 mm 元 [人 ds Ji 上 Flz)g(Xa) dm 


ii 


< ,下 了 (z)g(Xz) dz < 立 1 人 gm) da， 
再 令 分 划 的 细 度 | 己 | 一 0 即 得 
bb 1 人 
上 yo)dn 寺 | on) dm < lm rmtxayaa 
< 环 . 人 (ejg(Xaj dm < flaj da , 工 到 人 ga) ua， 


这 就 证 明了 题 日 . 


设 s(z) = 4[m] - 2[2z] + 1 其 中 [@] 代表 数 = 的 数 部 分 ( 即 不 超过 m 的 整数 之 最 大 贷 )，m 代表 自然 数 ,7(z) 在 [0, 习 


下 可 积 , 证 切 
本 
lim 上 (zjs(na) dz = 0， (兰州 大 学 ) 


刀 一 2 


证 明 ， 由 s(z+I) = 4[z+ 习 一 2[2z+23+1= 4Iel+2[2ol+1= sm) 人 alz)dz=420dz+2 呈 1dz+T=0 及 练习 414 


知 
| fm)s(na) dz = im 融 了 fjsoxajan- | ao)dz 上 | flz)dz = 0 


练习 4.1.6| 设 六 (<) 在 [0,1] 上 可 积 , Jo(z) > 0. 
rm(m) = 网 了 -abdt 站 一 1 2 
D 


试 求 im 名 (z)，(= < [0, 1)、 
,而 


证 明 。 对 任意 固定 的 es > 0, 我 们 在 [e,1] 上 证 嚼 im 如 (z) 一 


Nb18 


友 人 
Jim 名 (z) = 了 ms [0 下 


以 下 均 在 [es, 1] 上 讨论 . 首先 ， 
太 (z) = 4 仆 了 人 扫 dtA 拓 如 人 dt> 0， 


其 中 最 后 一 步 的 理由 是 : 由 书 第 331 页 例 4.2.11 知 在 [0,s] 上 硅 少 有 一 个 连续 点 , 而 


36> 0, st.mzerU(t,5)nm[oel= | 如 (m) 一 fo(6| < 


于 是 
加 (S) 
站 dt 三 一 一 -dt> 0. 
人 鸭 d 三 关 上 刀 提 人 有 
由 (23) 知 
E 
om=i 人 nasals md= 
于 是 也 芭 
= 三 dt< Ma 
0 
二 2N\ 去 
(aa<za- 并 Ps 中 
全 和 些 归 纳 法 证 有 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 本 bn < 加 (z) < < METrcnzbn (人 >1)， 
其 中 本 tn 十 工 
cl 一 1， ba 一 0， cn+1 ( 十 5 人 
由 (25) 知 二 _p-L-- 工 >b=1I- 元 ， 
bn -TI=- 一 2 2 人 站 
主 
元 cm 一 1 cn=1 
Cn 一 1 c2 
[es ) 207 人 


9 - Po > 2 


(2g) 


(25) 


令 了 一 oo 得 1 E 
1 | lim cn = 二 
本 (- 习 < 天 (- 引 + 二 去 =o< 画 人 划 -o 如 
在 (24) 中 令 m 一 o 得 ina 如 (z) = 于 ,me [e, 革 、 
2 
昌 FI 
练习 4.1.7] 设 ftm,gtza) 在 [a, 归 上 连续 ，f(z) > 0 g(z) > 0 求 Ji ( g(z)y7P(z) dz) 
证 明 ， 设 mi it Te) > 0 MG 一 LT)， 则 
: 
-: 日 2 下 六 人 
志 (让 <(| gtc)yP(z)dzj” < M 仆 oazj 
令 一 oo 即 知 所 求 极限 = 1 
练习 4.1.8| 设 flz) 在 [o, 避 上 二 次 可 微 , 且 天 (z) 在 [a, 可 上 可 积 , 记 
省 二 从 局 一 Q 
Bn 一 上 flz)dz- 一 忆 1 (e+ (2 一 1 ) ， 
全 2 
试 证 ，jima n2Bn - 他 [了 加 一 (a)]. 
证 明 .， 设 
zi = 到 a)， mi = inf jj(z)，Ri = sup 下 (z)) 宇 一 1 2 
元 


mE[mi 一 1vzi] mE[mt 一 1ymi] 


则 由 Taylor 公式 ， 
Be = 和 人 六 7 一 (圣洁 宪 宪 】 dz 


1 
[Ma 
人 
县 
虽 
必 
RN 
生 
上 
[ 
入 
尝 
Se 
Tt 
刁 
四 外 
bjn 
十 
人 
上 
下 
十 
了 
公 
3 
有 
8 
宣 
岂 
bb 
有 
家 
必 - 
昌 
马 
8 


全 ii ,二 委 严 ar 2 油 汪 
| 人 -于 沪 宇 ) dz<EBos》na 站 (e- 于 宁 衬 ) 8 


1 一 1 1 9 
半 -二 ( 扫 2) 二 证 一 衣 
ni 和 再 n > 
24 基 爷 24 所 ， 
一 a)2 妃 日 一 @ 5 一 a)2 马 让 = 
( 本 ma 翅 2B < 二 RM 世 
1 宇 一 工 
他 一 a)2 f (9 一 a)2 
令 对 一 oo 得 lim mn2 吾 -| Ya 全 (5) 一 7(a)]。 
im Bn 一 小 (z) 2 [7 一 太 (o] 
练习 4.1.9| 设 
1 1 工 2 2 ] 
4n = 十 十 :十 互 " = 
并 2 于 :1 
试 证 
mn 训 [ia3 一 = 工 ，。 1iama 2Ia2-Bnj= 工 
00 二 网 二 
证 明 ， 设 7j(z) = 0, 口 = 1, 则 据 书 第 312 页 例 4.1.8 及 练习 4.1.8 知 


im nltn2- ha) = -zf00-7OI= 二 Jimunztn2- Bo)= 立 IFOD-7ol= 鞍 


设 fm) 在 [a, 晤 上 可 积 , 记 产 w = 了 (。 + 二 “). 试 利用 不 等 式 


lin(GL+m) 一 al < 2z， (| 世 引 


= e 吕 ytm)dn. 


放 dm (1+ 和 ne) (+ one (+ b-a 
明 ， 记 二 了 nm 
证 明 ， 设 Co) 一 InGL + 可 一 一 2z,g(z) = ln(1+ 四 一 芭 + az 其 J(O) = 


负 am= -| 1 
加 = 二 -14z，gla)= TH 一 1+4am， 


WwW 而 二 = 一 二 
全 om = -GE +4>0， 


于 是 
二 
-<y<o<z< 了 -| fg) > fj(0)=0> fa) 一 TU) <T(0)=0> yz) 
这 样 , 我 们 就 证 明了 题 中 的 不 等 式 . 由 该 不 等 式 ， gu) <g(0)=0<gze) 一 gu)>9g(00) 一 0<g(m) 
| 
三 玄 [< 邱 | < 补 [+ 


注意 到 了 可 积 一 也有 界 , 令 半 一 oo 得 


是 
罗 -EanEo 


(一 aj”，0<z 和 1， 证 明 ; 


设 f(z) 是 在 [一 1,1] -上 可 积 在 = = 0 处 连续 的 函数 , 记 pn(z) 一 | 
一 让 攻 瑟 生 


lim 2 人 Jejen(a am = fo)， (浙江 大 学 ) 


|<s 半 和” +2 忆 [后 所 


原 极限 = exp { ml 污 | 


证 明 . 写 出 可 
呈 人 rows- 中 [人 ora 和 aa 加 
=- 工 | er 了 f(- oat+ 人 训 了 (1 -9 
-wereoa+ 二 ooera-9 时 ， 
而 仅 需 证 明 


linn 


位 一 2D 


而 了 在 岂可 上 可 积 咎 子 有 界 ,而 3 M > 0 st TD< M (me [名 .了 是 
六 7C9d-a- cfoj|- 改 ne-me[fC 昌 一 Oddi 


1 工 
mernt 了 (一 t) dt 一 了 (0) 一 am 人 (nm 十 IT)tnf(1L 一 切 dt， 
人 


< 上 enalyCD -TOlat+ | nerrif(9 -Tolld 
0 站 


5 1 
< _ sup |f(z) 一 yl| mernt dt 十 2M | mernt dt 
0 


(OIL 一 er"5+2M[e -一 e]， 


一 5<z<0 


= sup |f(z) 一 
一 5<z=<0 


工 二 避 
人 me-rtf(- 芭 dt 一 (一 e )7o 么 Ra 


令 m 一 o 得 In 

王 

人 ua-nafCLad-G-ernyfol| so 
[ 


0< im 
no 


lim | ne- 玉生 一 Ji 一 erm)]f(0) = 70). 
了 一 oo Ja 

另外 一 个 等 式 可 类 似 证 明 如 下 : 

fo 二 Tinf(L 一 二 此 一 yj 

0 


了 (0)| dt 十 | (ma 十 了 Tt 训 1f(1 一 二 一 了 (0)|dt 


三 二 DitnlfGL 一 自 一 
0 


< 2MLLE 一 5 ”十 supalfGo 一 了 一 (0)， 


mF(1 一 = f(0)， 
多 后 人 60 得 到 Ji + 7 疏 dE= 0) 


了 (0 再 令 5 一 0, 利用 了 在 0 点 的 连续 性 有 


设 fm) = 厂 人 十 去 ) m 


解答 - 1 ] (on 二 = 一品 ) 


革 
了 ut tm> 0). 求 imfCn)sin 元 (福建 师范 大 学 ) 


名 


Ts 元 ao 
> 呈 。 全 
sa (十 南 )*sin 遍 1 ) 1 人 和 
王 这 -= 0i 工人 
二 ip (+ 天 丈 2z V 
二 
、 
aa2] 去 sin 圭 1 
工 ,sn .2=2VS 人 mn 老 -ae-+9)， 
-| 过) ] 到 VE 


4.2 ” 定 积分 的 可 积 | 
可 时 ,， A < g(z) < . 试用 各 种 不 同 的 方 让 


练习 4.2.1| 设 函 数 7(u) 在 区 问 [4, 虽 ] 上 连续 ， 


了 EE)] 在 [a, 可 上 可 积 . 
证 明 ， 见 书 第 330 页 例 4.2.9. 


g(z)] 在 [oa, 吕 上 可 积 ， 当 me[a， 


练习 4.2.2| 试用 多 种 方法 证 明 f(z) 在 [0, 3 上 可 积 , 设 
1 线 六 二 全 0 
(D 7(ze) = sgn (sinz); C) 7 一 1 0 交 守 


证 明 ， (1) 由 
az < 去 Ce> 了 ， 


工 
克 
sgn (sinz) =1esim 工 >0e2kr< 瑟 <2hr+Tr 人 天 
站 (天 > 了 


克 1 全 
in 一) = 一 一 一 -一 < 二 全 < VY 大 >0)，sgn (sin 一 | =0 全 工 一 
有 人 (sin 下) 1 全 了 HT5<m< 了 TIE ) sen 旨 


在 站 (1 LuD(L ,1 ) 上 连续 . 据 书 第 331 页 在 [o,1] 上 可 积 . 
徊 了 在 出 ( 吉 动 )， U (起 二 二 ) 连续. 据 书 第 331 页 例 4.2.11 知 了 在 [0, 了 ] 上 可 
1 1 1 I 1 I 1 四 
四 由 [于 -es 二 <k+leRET<n< 甸 RHT<n<E TO S 
是 7 -0 削 H7 罗 一 A 代 -二 攻 7 在 (让 ) 上 本 格格 第 
必 攻 


KR=O 


无， 
331 页 例 4.2.11 知 了 在 [0,1] 上 可 积 . 


若 7(z),g(z) 在 [a,b]j 上 可 积 ， 试 证 max {f(z),g(z)} 及 min {7(z),g(z)} 在 [o,b 上 亦 可 积 . 
了 ul < of 知 荐 了 在 [a, 避 上 可 积 , 则 - 记 上 f| 在 [au 加 上 可 积 . 下 由 eg < of + ee 知 若 访 9 在 全 | 


证 明 。 由 of 一 of oa 
上 可 积 , 则 了 + 9 在 [o, 申 上 可 积 . 据 以 上 结论 及 


max { 思 9} 一 全 24 芝 -%， min { 方 g] = 人 2 二 这 - 引 


即 知 结论 成 立 . 
试用 定理 3 重新 证 明 Riemanan 函数 在 [0, ] 上 可 积 . 
证 玖 对 Ye > 0 使 Re) > e 的 点 最 多 只 有 有 限 个 ， 事 实 上 ， 要 工 > e, 只 要 gs 
= 了 (osp<es 世 最 多 只 有 有 限 多 个 , 设 为 ml < .…… < mk， 
下 > 帮 小 区 RE CT _ O . 司 CT 
对 V0<ec< 1 训 ，{lo 一 zi+ilj， 取 分 划 了 人 2i 的 小 区 间 为 蔬 ， 天 下 上 它们 的 总 长 度 为 天 每 = 了 < 
也 |, 所定 理 3 即 知 结论 成 


因此 ，RR(z) > = 的 串 


由 上 


注意 到 使 得 振幅 wi > < 的 小 区 间 只 有 |zs 一 其 ，zi 十 


设 7(z) 在 [a, 避 上 可 积 , [7(z)] 表示 7(z) 的 值 取 整 数 部 分 ， 试问 [f(m)] 在 [a, 如 上 是 否 一 定 可 积 . 
四 <a-b+L 于 是 < wy +1. 据 书 第 329 页 例 4.2.8 知 Y0<<<] 圳 


证 明 ， 由 a-1<[ol<a5-1< 四 <b 知 [a] 一 
V a > 0, 存在 分 划 了 使 得 “只 Ami <c. 于 是 多 Ani< 多 Ari <a, 再 据 书 第 329 页 例 4.2.8 即 知 结论 成 立 ， 


of >1-e ww 门 >e cf >1-e 


设 fo) 在 ,可 上 可 积 , 斌 下, 对 于 [a, 可 上 任 一 可 积 本 类 gc), 但 有 上 | ”7(mjata) dm = 0 则 函数 fla) 在 连续 点 J 所 


为 零 , 
证 明 . 用 反 证 法 . 若 flzo) > 0, 其 中 =o 为 了 的 连续 点 . 不 妨 设 ae < zo < 轧 则 


30<65<min{p 一 azoyzo 一 alj，stzsUlzo6) 一 了 (mc) > ea 二 本 
取 

F(z)， zEU(eo,5) 

0， mm=azo-0 一 二 或 zo+6+ 填 
线性 连接 ， ze 人 lzo-6- 二 zo 一 ju 人 (zo+pazmo+5+ 云 ) 
0， [o, 中 中 的 其 他 点 


由 


9gn(z) 


功 本 


则 gmn 在 [a, 品 上 可 积 , 且 


bb 

的 二 二 人才 

上 gn(z) dam | 了 (z)gn(z) qz 站 "atlejdae -Ma  (M 1470 
< = sup 


=o 一 5- 云 
mo- 


> (zo)5 一 二 Ma 莹 让 >0 (nyDD， 


这 与 愿 设 矛盾 . 故 有 结论 ， 

练习 4.2.7| 设 在 [1 

一 1,1] 上 的 连续 冰 数 7(z) 满足 如 下 条 什 : 对 

人 对 [13 上 的 任意 的 但 连续 前 数 g(m)， 积 分 『 fy(zjg(z)dz = 0. 试 
证 明 ， 令 g(m) = f(z) + 了 (-m), 则 9 是 [一 1 1] 上 上 的 偶 冰 数 ,而 


o= 2| yej[ftz) +T(-ajldan = 国 2(m) + flm)T(-m) dz 
二 寻 2 1 
上 Te)da+2| To7(C-aam + PCDd = 站 
= Da+rCapPdn， 
放 fla) + (zj) = 0， 7(a) 是 [1 了 上 的 奇 生 数 . 
4.3 ”积分 值 估计 积分 不 等 式 及 综合 性 问题 


， 
才 _- 
(1) Vze 人 ie 
加 
@o< 王 - 训 = < 
2 如 144 
2 
(3) 2n2< |- 2 dz < 二 和 2 
工 Sin 仑 
证 明 ， (1) 由 
志 温 
考 oa 专 
[ 疡 oa 和 -cdz，0<z< 二 ez<e ”<1i 
< 0 
知 
2 
本 工 - 
启 3| 和 =<2. 广 - 性 
(2) 由 
下 一 本 二 是 < 本 机 过 当 芝 二 
1 2 
知 
， 呈 simz cl- 蕊 他 za < 工 
本 IT4 j = 2 
(3) 由 
工 <m< 工 二 上 <sine<1 二 1 和 可 1 
6 2 2 Sin 2 sin Z 
知 
2 工 笃 工 2 
2z2 -oz 等 < | 2 do < 2az 伍 = 全- 
9 百 簿 sin 百 9 
证 明 ; 0 <a< 工 时 sinz 芭 颈 工 aa 
0 3 
证 明 。 由 例 4.3.19， 
和 过 二 芋 (- 罕 ) 
sinz<z 一 下 +120-” 3r\2 4 
再 据 ， 
人 
二 3 40 “2 元 
2 
2 ) < -2 -ao(- 习 <2(- 划 
一 < 人 人 5 元 


即 知 结论 成 立 . 


斑 
0 二 1- 不 超 六 一 一 一 一 一 一 一 一 
练习 4.3.3| 求证 : ffa) -| (一切 ) sinzn tdt (rn 为 下 整数) 在 灾 关 0 上 的 最 大 值 不 加 过 [57 二 可 (5F 二 可 
。 


证 明 ， 由 
>~0，0<z<1 
ro) = te 一 az)sinzmz 1 =0， 一 1 
<0，z>1 
知 卫 
lz) < 7(GD) = fie 一 tj)sinantdt < 上 他 一 t)ian d 
下 工 灿 


一 2 1 +3) 


练习 4.3.4| 把 满足 下 述 条 件 (1) 和 (2) 的 实 函 数 了 的 全 体 记 作 五 ; 
CD FE) 在 闭 区 间 [o, 1] 上 连续 , 并 卫 非 贫 ; 
(2) 7(0) = oO 本 
试 证 明 : 泛 人 flejdz= 0 


但 不 存在 pe 囊 使 [rw dm = 0。( 克 门 大 学 ) 


证 明 、 取 ， 
0， 0<zm<1l- 蔷 
ama- | sa 下 全 克 加 和 
则 
汪 
上 记 @jduz= 天 一 0 和 一 加， 
而 
: 
汪 上 fajdz = 0. 
电 工 
JETOD=-1=a6e(0D, st'f(z)>5 zs[L 一 5 


1 工 5 
= 上 了 (rz) dz | f(m) dm > 五 >0. 


练习 4.3.5|] 芳 产 (z) 在 [0,2r] 上 连续 , 且 尹 (z) > 0, 则 对 任意 正 整 数 n, 有 


太 Fa) sinmm 岂 < 2LC2m) 一 了 oo. 
。 加 
(东北 师范 大 学 ) 

证 明 ， 


厂 (zjsinma d 半 上 厂 Fa) dcosna 


_ fm 一 fo) ， 工 
亿 也 


2mr 
| 和 (z) cosma dz 
o 


3 27r 
< 攻 -1 3 了 la) dz 
_ 2[Gm -To 


寻 


f(z) 在 [o, 中 上 可 导 , 瑚 (z) \, | 产 ()| > mm > 0, 试 证 ; 
全 
元 


cosf(r) dd 扫 


证 明 ， 由 换 元 法 及 积分 第 二 中 值 定理 ， 


To) cosy dg 
上 cos 了 (z) dz 网 TUsJ 
= 王八 有 1 Fo 
= 订 ja cos3y dy 十 十 cosa dy 
_ sinE 一 siny(a) ，sin 了 一 sinE 
了 (oa) 也 (b) 
三 五 十 也， 


需 五 .五 >0 则 
| 


7 克 
若 五 .了 <0, 则 
三 的 间 | 妆 二 训 | | 本 


(西北 大 芝 ) 


[ 配 本 


T(z) 关 0, 在 fa, 日 上 可 微 , 人 = 了 (5) = 0, 证 明 至 少 和 


此 让 
证 明 . 生 放 = 人 rnlac. 


林 有 喇 [ee 7Y@d dt 人。 


ro 可 da 


人 旬 | Wi 下 Po| dtda 


二 SS 全 ea 上 1 人 oo 一 zjdm 


_@-o? | 赔 
直 ) 中 
一 [ we] [7 | :和 下 
上 不 a 十 bb 
2 和 | 上 不 杰 rt 在 [各 上 不 变 革 @ IPG 在 | 2] 和 在 数 1 在 
2 1 = [2 汪 玉 |. 这 些 条 件 及 f(a) = f(b) = 0 将 含 了 = 0， 


车 等 号 成 立 ， 则 (1) f(z) 在 [= 
已 
[经 可 上 也 为 常数 ; (3) 


[ 


将 条 件 7(z) 0 换 为 f"(a) < 0, 重新 证 明 例 4.3.5 
证 丽 。， 而 j"(c) < 0 知 /为 思 闭 数 ， 
T(z) = 
而 可 仍 按照 例 4.3.5 完成 证 明 . 


练习 4.3.9| 证 明 作 t 人 二 之 王公 
0 Sin 志 状 “ 
证 明 。 先 回忆 两 个 常用 不 等 式 : 
(1) | sin mz| 入 a| sin zl，Y >. 


这 可 用 数学 归纳 法 证 明 , 当 


flz.1+(L -om.0)>m:fGD+(L-am :7(00)=0，0<m<1， 


于 一 工时 结论 自明 . 设 当 mm = 开 时 结论 成 立 , 则 


| sin(R 二 1)z| = |sin kz cosm 十 coskr sin | 


<|sinRkaz|+|sinz| < Rsinzl+lsinz| = (+ TDlsina|， 
2 
(2) sinz > 元 ， 0<m< 工 . 


几何 上 这 是 明显 的 分 析 上 来 看 ，f(z) = sinm 是 凹 函 数 ,而 


ro- 人 - 呈 e+ 竹 避 >(- 革 + 生 7 国生 
葡 最 人 区 垦 要 对 
人 全 时 人 (人 “ < 人 人 于) 


往 证 愿 目 . 


sin(2m 十 了 十 1) 志 
一 


2 +Inm 
和 


人 


证 明 。 仍 用 4.3.9 的 两 个 不 等 式 - 对 Y0<a< 忆 有 


玫 |smlm aaensal 下 + 


sin(2m 十 1)t 
一 st 


Sm | 二 


工 1 da 二 冯 剖 
一 si 了 
人 本， 
0 
三 了 (m)， 
由 头 本 1 多 和 二 0< 了 < 358 可 
一 -一 
fl)= 一 站 2 >0 EGR <2< 3 
1 2+lnm 
即 知 直 二 和 
瑟 时 人 
二 |， sgn+at| usy(aGn5 3 
SILD 
刀 J0 
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函数 7(a) 在 [a, 避 上 连续 , 并 且 对 于 任何 区 间 fo， 


全 yz) 志 < MIle 一 ah+5 (0 


设 Ptn) = 上 了 (6 dt 则 


有 (as<aw< 有 8< 虽 不 等 式 


5 是 正常 数 ) 


成 立 . 证 明 : 在 [a, 避 FE, f(z) = 0， (国外 赛 题 ) 证 明 、 
| 到 二 Po| < wrle -al5. 
有 局 一 c 


令 B 一 a+, 则 
Fa= 枚 (o 一 0 } = raroeses 

Fa) =0 
2 flal= 忆 (al)=o(e<cas< 是 ， 


大 司 了 3 13] 证 明 : 苦 fla) 为 [0,1] 上 的 连续 甬 数 ,， 且 对 一 切 = [01 有 有 上 fadu> fle)> 0 则 fm)= 0， Cui 避 | 
证 明 。 设 王 (z) = 『 fdt>0， 则 
站 


0x< 本 (ze) 和 FF(z) 一 [er-=Flto] <0 
二 erFlz) <eroP(0O)=0(0 和 一 和 3 


一 Flz)<o(0<z<1l) 
一 Flz)=0(00<z<l) 
全 flz)= 巴 (zl)=0(0<m<1) 


证 明 : 如 果 在 (一 co, +eo) 上 的 连续 秀 数 了 (=) 满足 


十 
三 ra 是 -0 


练习 4.3.13 


那么 f(z) 是 周期 函数 。 
证 明 。 对 求 导 有 
flr+DI) 一 Tz)=0， 


而 了 为 工 周期 函数 . 


5 
六 fa) 处 处 连续 , Fla) = 南 | ,Te + 日 ab 其 | 5 为 任何 下 数 ， 下 由 


(1D) 严 (z) 对 任何 = 有 连续 导数 ; 
(2) 在 任意 闭 区 间 [o, 吕 上 , 当 6 足够 小 时 , 可 使 严 (z) 与 f(z) 一 致 逼 近 ( 即 任 给 s > 0, 对 一 切 
ze [ao; 避 均 有 |F(z) 一 (z)| < E). (华东 师范 大 学 ) 


证 明 ， (1). 


Ra = 吉 He+ 相 -7 一 玉 ， 


(2) 由 子 在 [o, 可 上 连续 知 其 一 致 连续 ， 
VEe>o0,35>0， st.|z 一 名 <6=|f(z) 一 fy <e， 


而 15 
|P(e) - Fe = | 下 | 了 (em 十 臣 d 一 7 
] 
- 专 |f(e 十 长 一 了 (dt 和 Da |f(z) - FU) < =- 
本 lm 一 zy|<5 
已 
ED 消 足 | e&(ay dm = 荆 证 明 ; 存在 自然 


mmax > 100，( 扬 州 师范 学 院 ) 


数 N 及 定数 cl c2，……，cN 使 也 克 =tb 2 
RE1 ， 
证 明 。 由 积分 中 值 定理 , 对 待定 的 JV， 


ckk(2) 
天 = 工 


b 王 下 
N = | 怀 modz= 也- 中 了 weRG)， 
Q =1 人 = 工 


豚 
二 可 2k(E) 
要 证 < 
则 六 呈 =1， 


天 三 工 


以 
世 ckpk(z)| > 
RE=1 


以 
刀 ckPk(6]| = 
= 1 


JaxXx 
mE[a,b] 


人 
vv 区 = AMVN(b-a) > 100， 


有 过 N > 0 


[练习 4.3.16| 夺 二 项 式 展开 及 代 换 m = sint 两 种 方法 计算 积分 人 人- aa)m dm (mn 为 正 玫 数 )， 间 由 此 说 明 : 


Se (2m8 
已 CA 下 训 (2m 十 1 


证 明 - 
工 1 并 nn 
| (La2)” dm -| CR(C_azjhduz = 认 CR(Dh 
o 有 ) 马 nr 天 TT 
辣 
二 
上 (1 一 xz2)mda = [人 cos2nmt.costdt (rz= sint 芭 
三 12n+1， 
而 由 
到 


rn | cos2n-1t.(1 一 sin2tdt 
D 
二 体 
= T2n-i+ 一 | sintd cos2m 二 
2n jo 


关 交 ga 二 二 coszn+ttdt (分 部 积分 ) 


2 Jo 
知 
2m (2m) (2m)a 
丽 双 半 名 二 
2 CH (n+DU 


练习 4.3.17| 设 在 (， 也) 内 连续 函数 f(z) > 0, 且 满 足 


站 = 人 TO 
求 7(m) 的 初等 函数 表达 式 . (复旦 大 学 ) 
解答 . 


。 fm tant 

疡 四 = 上 70 二 
， tanm 

一 2f(zJf(z) = fn 


tan 


fr) = 一 一 一 一 
了 四 ) 2VI 二 2tan2z 


tan 


亭 区 一 二 
= | 元 4 林 1 s 人 =VLH2tan 
s 
未 
工 arctans+C 一 了 arctanV1+2tan 下 


tant 了 
再 注意 到 Ji 吧 产 人) = 二 上 了 的 -0 一 0, 我 们 有 
- 王 人 > ja) = 症 aretanV1 十 2tan2z 一 二 


工 . 至 小 登记 0 一 C = 
2 4 
3 工 = 记 dt = 1 试 求 正常 数 与 已 (华中 师范 大 学 ) 
全 可 1 到 | 妆 且 再 
解答 .由 二 人 
于 二 才 苞 i 开 到 二 sinz 
厂 一 cos2 
= -E 
让 
人 
一 区 到 /2 VE @@= 习 


练习 4.3.19| 求 lim (on 引 70 dt 其 中 
有 
原 极限 = .im ksin fl ， 2 


村 学 技术 大 学 
Fa) 可 欢 且 已 知 im yG 一 寺 (中 国 科 学 技术 大 学 ) 解答 


(zz<E<z+2) 


=3.1.2=6. 


[ 知 司 二 3. 20] 设 。 > 0 函数 flz) 在 fo,a] 上 连续 可 微 , 证 时 
ol < 了 eolae+ 上 eolas 


(华中 师范 大 学 ) 
上 yjaz=- 人 [rox+ 7 四 d dz 


-ayo+ 人 上 (dd 


= af(0) + 人 (ba 一 日 d 
Mol- 仁 作 relae- 人 ro 人- dj 
么 二 人 |7(z)ldz 十 人 | 交 国 | dt 
设 Fe) 的 一 阶 导 数 在 [0,1] 上 连续 ， 且 f(0) = 7(1) = 0 求证 : 下 让 dz| < 站 Mojh (清华 大 学 ) 
证 明 ， 设 M = 丹 绊 了， 则 
卜 f(z) dz| 可 也 从 了 形 (bdtdam 十 上 | 了 (bdtdm 


< 人 下 IFP(blatdm+ 人 「 Ptblatadz 


去 三 
< 人 =az+ar| (azjdz 
本 坦 


了 到 


医 习 4.3.22] 设 耻 E Clo,1] ( 即 在 [0,1] 上 连续 )， 卫 在 (0,1) 上 可 微 , 若 有 se am Fo 证明 : 存在 Ee (0.D, 鱼 
百 


六 (E) = 0，( 北 京 大 学 ) 
证 明 . 由 积分 中 值 定理 ， 


3 (人 ,st 上 |Ta az 一 了 
百 


再 由 了 Rolle 定理 , 3 Eee (0,m)，s.t. 六 (E) = 0， 


设 阴 数 fla) 在 [a, 避 上 连续 Ta) > 0. 又 Fo = 人 7at+ 上 剖 业 让 
aa 昌 


(1) 杰 (z) > 3; 


(2) FE(z) = 0 在 [a, 避 中 有 卫 仅 有 一 个 实 根 - (华中 师范 大 学 ) 
证 明 ， (IT) 
1 = 
克 '(z) = 7(m) 十 了 > 24|f(m) 一 
{2) 由 


昌 
ao- 元 商业 < 五 (b) =| fdt>0 
及 连续 范 数 的 介 值 定理 即 知 下 (z) 在 代 辣 上 有 一 个 实 根 . 又 由 (1)， 至 (z=) 仅 有 一 个 实 根 - 


六 7 站 sin tdt, 求证 : z > 0 时 ， Ifal< 二， (北京 工业 大 学 ) 


(me 二 1)2 
本 sin 3 
泡 玉 天 d = 
ra- 大 ”加 | 刀 - 
(et 工 cos s (e+1)2 (+1)2 1 
四 上 二 了 | 二 | + 3 cossds 
工 1 flz+D0” _a 1 
本 
于 52G+TJ 4 汉 
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区 可 二 3.25] 六 yto) 在 (o, 吕 内 过 上 


lim 一 
0 点 上 [e+ 由 + 四- 27(m]du=0， (ms[ab)， 


试 证 7(z) 为 线性 函数 ， 
证 明 ， 记 


ie 
2 区 商 上 Ge+m+ya- 本 -artalaw 


DYXf( 0 
用 反 证 法 ， 若 了 不 是 西 冰 数 , 则 裤 >0 (人 < < 日 一 (z) 是 由 靖 数 ， 
3 zl < ma < ms，s,t. Ia) 一 Tri) 了 (ma) 一 了 (ma2) 
2 一 1 ma 一 za 


等 价 地 ， 


fa) 一 fei 人 


记 FE(z) = 7(z) 一 Lm)， 则 开 (ma) = FF(za) = 0, 开 (eaz) > 0. 二 F(z) 在 (ea ms) 内 基点 取得 正 的 最 大 值 ， 
下 (6) = 。max。F(n). 


去 么 md 


y(za) > Laa)， la) = fma) + 


于 是 , 对 YY 天 > 0， 
0 < 必 入 尹 全 FE+U ECGE 一 切 一 2F(6<0 


起 
号 志 矿 [FE 二 aa 十 下 (一 2 一 2P(6)] du < 0. 
令 玫 一 0+, 有 万 已 (E) < 0. 这 是 一 个 矛盾 故 (26) 成 立 。 
往 证 愿 日 , 对 Ye > 0, 令 产 (z) = 士 f(z) + sz2， 则 


2e 
Dfe(z) = 本 >0， 


而 产 (z) 为 凸 函 数 ， 


ml 十 2: 3 2 2 
:人 ( 注 2) + (3 王 ) < :ID + Tea) +e 开 + 星 ， 人 


令 e 一 0+, 即 知 土 f 为 凸 藤 数 ,而 了 为 线性 函数 ， 


设 ffa) 是 [rr,] 上 的 本 函数 ，(z) 有 界 ， 求 证 ; 


交 1 fr 
| J(z) cos2mmdmr >0; oa2n+l 一 元 | 了 f(z)cos(2m +1lzdz <0 
一 


二 
克 
证 明 . 址 TF 章 TF 
aznm 一 荆 厂 了 (rz) cos2nmz dz 一 支 | 了 (z)dsin 2mm 
di 全” 洲 起 sintdt 
一 本 (z) sin2mm dm 一 一 全 本 二 磋 
人 人 
一 配 冰 及 (十 ) sintdt 
5 旺 | 2kr ns 2m 
-本 是 | 7 人 (去 志 ) 一 随 (经 辐 ] sintdt 
元 27 
0， 
后 一 步 是 因为 
和 
_anr<kt<(n-Dr>-T< 丙 <T 2 TS 殉 和 27 ee 
及 了 的 凸 性 二， 单调 递增 ， 同 理 ， 
下 一 1 T [ (5 六 (人 + 1 
7 
a2n+1 一 一 本 二 1 忆 纪 -JetbDr 2mT+1 


(2K 十 2)r 一 sinz < 0. 


这 里 , 我 们 还 需 注意 (2 + IJ) 关 入 一 


(26) 


页 


练习 4.3.27] 设 fle) 是 [0,2m] 上 的 凸 


丽 数 ， 记 (c) 有 界 ， 求证: 


二 工 他 7(z) cosmz dz >0， 
有 


证 明 , 1 fa2r 
au 一 了 (cz) dsin mn 
”mr Jo 
1 Perf( 革 )sintdt 
一 mar jo 了 2m 
至 渤 乓 丰 Joed 
= -和 评 包 kr (2R+1)r 本 
1 人 人 [5 ( 吉 ) -7( 忆 ]]smtd 
一 am ioJakr 2 
> 0 


设 fa) 在 fo 名 上 连续 , 试 证 : 了 (z) 为 四 的 充分 内 要 条 件 是 


1 
fm) < 于 | re 十 让 三 


对 Y[z- 访 m+ 问 < [ab 时 成 立 . 
证 明 ， 一 : 若 了 为 凸 甬 数 ， 则 
lz) 苹 了 t+ye 9， 生生 


两 边关 于 鞋 从 0 到 户 积分 有 
上 
(za) < 上 (十 昌 dt 十 让 7 一 dt= [| 了 (zz 十 直 dt- 


< 六 


了 (r) 和 | le+hiadt YE 一 hz+Hc [ob， 


则 
2Pf(a) < 上 7(z 十 让 dt 十 人 (ze 一 日 上 (人 Te 二 自 三 一 卜 亲 祭 一 贡 dtd) 


ae 上 + 和 上 lm 一 二 一 27(aj] 由 > 0. 
0 


接 练习 4.3.25 的 证 明 ， 国 
D4y(z) = im 亏 人 [re+ 昌 +fle- 昌 一 2J(ajdt>0 


一 Di 天 (zl) >0  ( 关 (z) = f(z) +ez2) 
一 无 是 凸 极 数 
一 是 止 函 数 (= -0+] - 


4.4 ， 几 个 著名 的 不 等 式 


练习 4.4.1| 证 明 : 0.83 < “9 二 
oo VI+z3 


证 明 ， 由 Taylor 公式 ， 


- 六 - 
(1 十 革 到 一 工 一 二 十 囊 以 十 交工 一 也 


8 到 
二 3 5 
下 一 译 示 二 和 一 二 一 人 13 2 
计生 清 有 人 洗 作 -3 妆 二 二 证 
故 
上 > 人 )a 0.9 
辫 一 五 2 三 
oo VI+ad 0 
1 dr 殉 ,也 3 
私 1 一 二 +=z8j dz= 
人 厅 直 7 人 ?ce) =0.9 十 < 0.95， 


设 7(z) 在 [a 上 连续 可 微 , f(a) - 0. 试 证 ; 


昌 
JM2 < (一 相 | 2(m) dm， 


其 中 M = sup |f(z)|. 


as<ms<b 


证 了 明 ， 
MIOP (siawa) 

E 2 

= 由 ea] 
6 

上 12 dz 叶 | Jatmj am 

bb 
<@-q 人 Tean， 


[ 医 习 和.4.3] 设 7Go) 在 o,a 上 连续 可 和 站 HL 7G) _ Jo < 1 ii 


1 
上 12(n) dz > 1. 


(国外 赛 题 ) 
证 明 . 


人 o 人 | 和 人 了 2(m) dm = 上 fj2(m]dmr， 
0 


设 la) 在 [a, 司 上 连续 可 滞 (0 <a < 昌 ， fa) = 7 = 0 | iaz = 1 试想 


证 明 . 人 may(o) dz > 工 . 
本 外 网 oo =|= PeiBss -人 27 Lan] 


四 SS ， 
[> 上 了 (z) . = oaz| < 4| atzj am， [ af'2(zjdzm 一 并 


练习 4.4.5 | 试 证 : 


证 明 , 


娄 一 蝎 


VB 


0<qg<p=>In2 < 
Q 


TS 和 -pa 和 -的 全 


了 
到 这 
他 旨 吧 
练习 涉 4.6| 设 函 数 flz) 在 [o, 晤 上 有 连续 导数 , fo) 一 了 (6) = 0. 试 证 : 


本 


并 且 孔 一 2 不 能 再 小 . 


证 只 疫 
ra- 「roldb cm- Treatas 
则 _ 
=e|* 邑 | =Hall- | 上 Fr@ 是 <Po，se 考 “中 = ya 回 cea 
本 己 十 所 瑟 
「『 afrlaldaz= | + 人 ra 


专 全 王 (z)FE'(z) dz 十 国 Glz)G'(z) dz 
“ 洛 


玉 
2 
< 吉 2 二 人 2(z) dz 
了 [人 an 72jaz+ 王 | 2 dz 本 (z) 
已 


= 2(z) dz， 


了 各 有 -个 角 点 的 函数 
=0 的 连续 可 微 函 数列 jf(z) 趋 Te 。 河 


攻 cz 一 ah， [ 机 (ez0) 
fm=1 -cl 一 吕 ， 对 吕 


皮 适 合 f(a) = 7(O) 


即 知 了 2 不 能 理 小 


.十 an 允 ， 试 证 明 这 一 结论 ， 并 由 它 导出 定理 


练习 4.4.7| 着 tyaz san 三 0aaaa mamn 一 二 则 有 ul 十 v2 十 


定理 ), 
证 明 ， Hilder 不 等 式 很 容易 推广 为 

大 于 Pi 
全 mc<amu>o= 让 os， 
让 1 Pt 1 让 

赫 ， 焉 1 

1= 二 
也 就 有 平均 值 定 理 了 ， 


练习 44.8] 设 mi,zz,… ,mn 是 正 数 , 且 半 > 1 证 明 ; 
工 


TIT2 mn 么 


(中 山大 学 ) 
证 了 明 。 由 4.4.8 知 
工 记 


有 1 Im 一 疡 
工 玉 下 - 生 于 
了 


设 fa) 己 韦 续 当 z> 0 时 ) 7(0) = 0 ab> 0 试 证 : op< af(a) 二 bf 多) 
和 而 Young 不 等 式 ， 


ab < 上 (zj am+ 人 7-1(g) aa < af(a) + by- 


练习 4.4.10| 若 Yi 了 有 (ai 一 oaj)(oi 一 好 ) 过 0 则 aiy 5 称 为 似 序 的 ， 著 恒 有 相反 的 不 等 式 ， 则 称 之 为 反 序 的 . 试 证 : asyb5 吉 | 
bm aibi 
衬 一 】 工 一 工 


立 一 工 宝 
ai bi 反 序 时 不 等 式 反 号 . 等 号 当 且 仅 当 al 一 …… 一 an 或 = ，… = bn 时 成 立 . (Chebyshev) 
解答 ，aiy bi 似 序 时 ， 
o< 》 oa- 辐 -az 人 "时 ait 一 ai 呈 o 
一 工 


31 
往 证 等 式 成 立 的 必要 条 件 ， 芳 等 号 成 立 , 则 不 妨 设 al 生 …… 和 am (车 ai > oj， 则 可 调换 两 对 ai aji biyb5 的 位 置 ). | 


a 么 -… < bm- 据 上 述 证 明 ， 
等 号 成 立 全 (Yi rz 太 ai 一 oa 或 上 一 间 ) 


一 al=an 或 bi=bn 


二 aa-…=on 或 =…=bn， 
4.5 反常 积 
练习 4.5.1 汪 。 
页 。 
oo 二 林 人 
dz 
go (ae 一 z)VI 一 2 (0 
解答 ，(J) 
5 3 
原 积分 从， 寺 呈 最 
了 
-| 5 .p 一 cosgdg = 克 
- 互 2 cos9 2 
(2) 
于 各 costdt 
原 积 分 = -了 To ET (zz = sin 芭 
加 到 入 dy 于 dt 
-站 人 上 二 -| 2 忆 一 sin 七 亿 s 
二 2a ui-aa 代 sin2 志 十 cos2 世 
。 a2 一 sin2t (az 一 Tsin2t 十 a2 cos2 上 二 
AS 
攻 dtant da (> 多 
= 2a 
本 +(oz 一 tan2t - + (> 
人 
a5E 一 工 2 vaz 一 工 


计算 人 语 直 芝 a- (中 国 科学 院 ) 


解答 设 
痊 均 dz _ dm+1i) dt mm dt 
和 (z2 十 2m 十 2)m 下 [IE+1z+an CE >|. 三 下 1 
则 由 分 部 积分 ， 
mm > 
白 二 训 oo 上 ta + 1) 一 工 
， 证 DR 攻 + 和 人 让 itn 三 和 di= 2n(In 一 Tnti， 
站 1 _ (nm 一 9 - (2nm 一 4, 严 
2m 5 (Cn 二 2 


5 dz ( 冰 数 了 (m) 连续 )， 


原 积分 -人 + ,PP yp+e-n) 了 
-人 TtrP 十 如 ) 翅 呈 四 dt 二 全 y(zp +mrn) 工 


=0. 


人 本本 
0 他 
解答 . 
1 arcsin mr 至 tcost 到 到 
上 2 do | Seeat- | ialnsint= 一 | msimtdat- Sm2 
0 o o 2 


Sin 芯 


这 里 , 最 后 一 步 用 了 例 4.5.7 的 结果 


aa 


ln 各 
| 


解答 
互 大 一 工 
原 积分 = 上 ( 于 到 马 cos zi dz = 卫 . 
[ 医 本 45.6] ai 证 明 | |(e - 2) ]] dm = 二 三 gz) ay (大 中 左 、 右 积分 存在 , 且 A, 百 > 90) 
证 明 . ， 
时 瑟 
TI= 人 潍 (ae- 引 |= 


5 


(ce?+ 京 ) do (nm 为 自然 数 )， 
(JI) 
吓 纪 二 
(2) sin. | = 人 (= 书 ] dz， 
加 
解答 ，(1) 
本 0 rn fyo 
站 ee dz=| + + + on 丰 ) dz = 五 十 互 十 瑟 十 也 
呈 Lo Ji 
对 五 ,也 ,由 le 
本 ene-PP tt 
rer 吉 se 


及 比较 判别 法 即 知 五 ， 瑟 绝对 收 线 ， 


而 对 五, 1a, 由 

lim ane-(=2+ 二 ) =0 
2 

知 被 积 函 数 延 折 定义 王 一 0 后 在 [一 1,1] 上 连续 - 综 上 ， 原 反 常 积 分 绝对 收敛. 


(2) 令 
芭 十 VS5 和 


-1(9) = 了 ，m>lL zz>2. 


He) ==+ 二 ， 


则 对 Y 玉 esRN, 取 
全 -7 (ax+ 引 ， 巨 g = 了 (as+ 引 ， 


有 有 
tsyGJ -e+3s<2h+3sne[r(e+3)]> 裤 
记 s [= (e+ 引 dm > 了 Be -40 
-一 六 oa] (= 2k+ 和 内 = 2k+ 了 于) 
-了 [w+vV avV 有 9 
工 


十 
2 人、 直 
兰 工 (ze 一 3) 昌 


由 AN 二 oo (R 一 oo) 及 Cauchy 收 伊 准 则 即 知 原 积分 发 艇 . 


设 ffa) 在 [ao) 上 可 微 ; 且 m 一 oo 时 ，7(c) 单调 递增 趋 于 +eo, 则 


mo 四 
| sin (z) dm， | cos 7(z) dz 


a 


都 收敛， 
证 明 ， 由 


5 1 cos _ 内 COS dz 取 
人 ( 定 )ra -jsj da 
及 Dirichlet 判别 法 即 知 是 中 两 个 无 穷 限 积分 均 收 全 


设 7(a) 为 连续 实 值 表 数 , 对 所 有 am, 有 7(a) > 0, 且 | ye) da < +o， 求证 


于 三 =f)an。 奈 二 二 


(中 国 科 学 院 ) 
证 了 明 . 由 Cauchy 收敛 原 理 知 


二 
VEe>o0, 3Na，st.mn> Na 一 Ta)daz < 瑟 . 


Ta 
又 对 该 Na, 由 
人 人 
im 去 交 7(z)dz =0 
知 
人 E 
aNw>N stn>N= | flm) dz < = 
人 胸 Jo 2 
于 是 


1 fm 1 TNa 本 
n>N= | ydn= 荆 | fadz+ 二 人 raan<e 


一 tz 
练习 4.5.10] 证 骨 lim 六-e 7 di-o0， 
moojJo 工 十 认 


证 明 ， 由 
20D 一 tz 00 
o< | dt= -| 1 der-t 
co 工 十 纺 也 Jo 工 十 记 
5 | e- 经 IE ao _2te-t 
[IT+ 本 乓 9 外 位 十 友 ) so 
4 疝 人 时 
关 二 一 一 二 证 二 一 
mm 人 (L+ 友 )2 mm 


即 知 原 极限 = 0. 
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练习 4.5.11| 设 f(z) 是 oO<z<o 了 
么 上 的 非 负 连 续 函 数 并 满足 
() 在 .0 系 实 < o 上 存在 有 界 导数 户 (z); 站 
(2) 上 flz) dm < o。 
求证 : py() 一 0，( 山 东 大 学 ) 
证 明 ， 设 | 产 | 和 RM, 则 由 Lagrange 中 值 定 理 ， 
I7(z) 一 TI= Il lm 一 Vs< Arle 一 四 


而 了 Lipschitz 连续 , 一 致 连续 ， 由 例 4.5.24 即 知 结论 成 立 ， 


Ta) 在 [a +eo) 上 连续 且 「” ya) da 收敛 ， 问 能 竺 断定 ，3 zw 一 oo， 全 


dim RE = 03? 为 什么 ? (南开 大 学 ) 
种 答 肯定 ,由 Cauchy 收 化 准则 和 积分 中 值 定理 ， 


十 工 
Ye>oam stn>Nelfeal=| 六 7 d<< 


设 7(z) 于 任 一 有 限 区 间 [o,a] (a > 0) 上 正常 可 积 , 于 [o, oo) 上 绝对 可 积 , 则 


而 
lim | flajlsinmae| da = 2 全 ftej da 
0 


m 一 ojo 


(南京 大 学 ) 
解答 ， 在 例 4.5.32 中 到 g(z) = |sin zl, me [0,r], 由 


1 fr 
| | 并 可 十 = 二 
Jo 碾 


即 知 结论 . 另外 , 还 可 以 由 例 5.4.18 (Fourier 级 数 的 办 法 ) 来 证 明 . 


若 琢 数 p( 在 [0, oo) 连续 , 卫 当 证 一 +oo 时 , p( 风 = oltN) ( 为 正 整 数 ) 又 A < 0, 证 明 ; 当主 一 o 时 ， 
三 plr)exr dr = oltm+l)eNt， 
上 
(北京 师范 大 学 ) 
证 明 。 由 题 意 , Ye > 0, 习 卫 > 1，st. 
过 > 了 一 隐 么 E 
起 一 作 P(T)exr dT 二 本 -地 用 |p(r T)|ex7 本 于 ee 一人 ETINexr dr 
tN+1 人 tN+1 本 tNT+TI 
NT+1I 演 于 开光 这 
! Ra Te 二 入 E Te 二 
么 ENI! 之 ( 支 ) < <Nlie= 和 于 < eVie 
一 Xt foo 和 Ar di 
这 样 我 们 就 证 明了 in 2 一 下 和 2“ ~ 0, 题目 得 证 . 
上 述 计 复 过 程 我 们 利用 了 如 下 分 部 积分 的 结果 ; 
了 三 | TNexr dr = 二 Nd 和 二 工 | 可 上 INV7N-iex7 dr| 
志 记 
JV JNV+1 we 加 的 
二 和 | (HH et， 
入 入 入 


乱 避 下 5.T5] {C&j 7”_。 而 二 项 式 系数 ， An Gn 分 别 表示 它们 的 算术 平均 值 与 几何 平均 值 . 试 证 : 
lim Wan = 2， im Vcnve， 


见 一 00 


证 明 ， 
0 上 这 mm 于 
CE+CE+ 二 TCR - lim WAR = 2. 


4n 一 寻 十 工 包 十 工 0 


CT 


linn 久 Gn = oo| 邮 2 人 


一 op 7( 人 十 1) 


kh=0 n+l 一 一 一 


(HTDm+2 们 一 mmn+1i) 


Yi 和 四 兄 十 工 ) 
= exp | Sn 汪 | (CSHyc 去 二 下 大 


= exp | 区 In CS+1 一 2R=o 2 


2m +1l) 


中 生 
1 mi 二 1 mm+2 庄 人 如 十 ) 
-om 人 记 HI 


仙 | 公 十 工 一 到 
-me 上 四 了 ) 
= exp 和 Jin 民 十 2) + ln 洛 2 十 | 
工 们 十 芋 
-om 信 am|( + 
= 三 
dz 可 以 不 收 生 ， 
司 4.5.37 的 间 人 题 不 成 立即 了 Ka) 在 (0)D) 内 单调 mo 克 2 5 (二 [re 
外 答 ， 取 ， 
工 有 
yam- 王 - 二 了) 一 王 (一 z)2 和 
则 
工 号 1 吕 人 - =0 
昌 昌 避 
各 工 
1 一 2m 
[re | 
不 收 全. 
已 知 积分 『 2pe do - 了 senB ( 风 例 7138)， 求 积分 民 Seoss dm。( 华 北 电力 学 院 ) 
信和 


2 下 t 一 1) +sinz(1 一世 
| sinm coszt da 一 人 sin( ( 这 国 


国 四 人 也 
0， 刀 > 1 
人 工 [sgn 直 十 力 十 sgn 人 1 一 芭 一 至 ， 全 = 二 
至 ， 思 一 1 


练习 4.5.18 | 证 明 : 


(北京 航空 航天 大 学 ) 
证 明 . 


RE 寻 

思 

2 要 1 fo 2 o 二 
| 工 此 -了 | 了 一 | 四 
0 工 十 2Jo 1+t 去 


第 91 页 


5 级 数 


| 
5.1 ， 数 项 级 数 

< ， 网 总 工 
练习 5.1.1| 设 记 了 都 是 自然 数 , 且 上 = 宇 十 放 试 求 级 数 交 1 的 和 。 


解答 ， 原 级 数 的 前 项 和 为 
习 上 


二 开 作 。 于 -让 [ 这 1 


世 1 
之 Raknm+ 人 RE 
树 
四 


1 
故 所 求 级 数 和 为 本 二 可- 


练习 5.1.2| 。” 设 {an]} 为 等 差 数 列 ，an+1 一 an 一 d>ogtn=12,， 


，)，m 为 一 正 整 数 ， 计算 


志 1 
误 三 
WE an an+1 amn+mm 
解答 ， 由 
工 an+tmm 二 anm 1 =( 亚 汪 ) 二 
an an+m anan+l an+m 二 人 OIL CETeA 人 /mn 
嫌 1 
SN= 了 
WE1 anman+1 amn+im 
_ 有 人 记 1 ) 
nd Na am  QN+I' QIN+I+mn 
1 
5 = 一 一 一 一 - 
aa ammad 
练习 5.1.3 | 证 明 级 数 
型 吉 于 二 1 + 时 
\ vV4 Vv9 五 V6 


发 散 到 +co，( 吉 林 大 学 ) 


证 明 ， 由 
I 1 1 _ vcT+VvE-3 
TV VE V(KR 一 3 一 未 


VB 二 I+V4 一 3 1 
一 RTV 
、v 亚 =I+ 了 -3 2VZ 
加 4 4R 


琵 二 5- V 欢 
区 本 加 
二 汪汪 人 一 2K 是 Hg 
= -二 [ 人 4 3) -2 同 (2k < 外 国生 中 
3 1 
二 二 人 - 翅 ) 亲 
1 
> 7 计 5 信 > 人 
知 原 级 数 的 前 3 项 和 Sa 发 散 到 +oo， 又 由 
1 
SaN-1 一 遍 = 5aN， 5SsN_? = Ss(N-D+L = Sa(N-D) + UN 
知 SsN_1, 5SsN-2 均 发 获 到 +oo， 而 由 结论 成 立 . 
刀 I 
包 末 本 < 


人 一 二 


(国外 赛 昕 ) 
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显 工 
2 = : 人 且 人 二 5) 
om 一 全 于 克 am 了， 
-1 了 工 ) 
一 mm ( 亏 ) 款 
PP ( 1 ) ( 专 - 认 ) (0<6<D 
-mn5 PART 元 两 
、 = 
1 1 ] ”rr<1l|， 
<z| 充 - 元 (TD 


到 了 工 
aa+yan<a+ 了 2p| 鞠 二 
k=2 


于 80, 


[ES 证 有 分母 含 有 数字 和 小 
练习 5.1.5 | 证 明 : 芳 删 去 调和 级 数 中 所 有 分 母 含有 数字 9 的 项 , 则 新 级 数 收敛, 且 _ 
寺 丽 到 on 二 1)2,….，[10m-1;10m) 中 的 自然 数 的 十 进 制 表示 中 没有 9 的 个 数 为 8 9 1 ( 除 首 位 可 能 为 1 2 … ,8 提现 
位 可 能 为 0, 1 … ,8)， 而 新 级 数 的 和 


吐 乙 ， 和 80. 
练习 5.1.6| 证 明 下 列 级 数 收 伍 : 
总 「1 冯 
(1D) 之 臣 一 人 十 z) 
总 攻 并 
(2) 也 |- (+ 下 + 而 + 十 二 】] 
(东北 师范 大 学 ) 
证 明 。 由 Taylor 展开 ， 
由 工 2 2z2 了 7 e" mn 十 工 
In(L+m) 一 一 3206 本 = 十 可 兆 二 志 举 本 十 ES 


亚 1 1 1 1 工 
0 < -人 +- 二 < 证， 
0 (+ 南 + 贾 + 和 + 十 ) - 
Se 五 ”下 机 ) 证 + +Tnw 
故 记 讨 论 级 数 均 收 敛 . 
练习 5.1.7| 设 on = mn” 一 了. 讨论 级 数 》 an 的 你 散 性 ， 
如 一 工 
解答 . 当心 < -时 ,由 。 
有 
人 
= Jim 如 .nclnm (er 一 1~mz 一 0) 
-ji 一 
和 
四 
及 比较 判别 法 即 知 级 数 an 收 伍 . 
罗 一 工 
当 a > -1 时 , 由 区 
中 和 > me (er mn -了 
一 
了 


2 一 = 
>m zz nclnn (er-1>acz>0) 


+ 
一 有 3 ni 一 oo 人 (人 人 一 oo) 


及 比较 判别 法 即 知 原 级 数 发 散 . 


[练习 5.1.8] 设 下 项 级 数 呈 an 收 全， 证 明 : 级 数 


2 


2 
仍 收敛, 其 中 nsl VTnIT 二 VFR 
了 
rn 入 mx 
(云南 大 学 ) 2 
证 明 . 


2 


有 
VsTTV 有 有 ,名 VE 一 二 FRIT 一 VFR 


站 


练习 5.1.9| 证 明 : 若 有 庆 in 二 
[ 藉 习 5.1.9] 证 四 居 有 < > 0 合 当 m > na 时 ， as > 1+a (an > D, 则 级 数 号 (oo > 0) 收 生 着 呈 > wa 时 


并 


am < 1， 则 这 级 数 发 散 (对 数 判别 法 ). 
(I)、 


(2). 


练习 5.1.10| 序列 dl 是 正 项 单调 递增 并 且 有 界 ， 证 明 级 数 吕 (- 这 o ) 收 策 (国外 于 


1 
证 明 ， 由 工 一 < 0 及 
炙 认 十 工 
四 人 
Su SN，Zk+1 一 mk 主意 1 
< 2 一 < 一 二 交 可 
之 人 z) 让。 pi 下 忆 (eet Th) 责 (=n+l 一 zl) 
人 | ) 
和 一 supmn 一 z1 
灾 1 Nm>IL 
即 知 结论 成 立 . 
四 四 
练习 5.1.11| 证 明 : 芳 an > 0, an 必 0, 则 》 an 与 》 pm2-m (pm = max{nian > 2- 严 }) 同时 你 散 。(Lobachevsky 判 
兄 一 工 mL 一】 
别 法 ) 
证 明 . 由 
芭 怠 工 工 pk 癌 了 pm mL pk 一 px 
pc2= po 人 (aa- ) = 一 AR = po 一 本 
镑 =1 2 演 ko 2 12 2” 1 3 
于 一 (R+1 
一 po 一 or 十 2 (pk+1 一 PK)2 么 po 十 2 (pk 一 E 
有 ” 澡 名 侠 * 
Tmz 一 工 
和 po+2 》 (apk+l1 十 '… 十 apkta)= po+2(apt+li 二 api+2 十 … 十 apm) 
大 = 工 
知 荐 县 an 收 敏 , 则 史 pm2-m 也 收敛 ; 若 了 pm2-m 发 散 , 则 也 an 也 发 散 . 
也 一】 3 一 工 一 工 一 了 
又 由 攻 
人 二 娩 人 上 二 ) = 写 2 芋 -时 于-m- 吕 + 1 pk+Hl 一 PR 
包 只 一 汪 
之 PK ZK-T ”2K 加 丈 加 亚 2 名 2 
一 Bo0 一 和 om 十 2 上 开 (pk+1 一 pe)2-(R+ID) 
0 
Ta 一 工 
> po 一 因 +2 多 (pk+1 一 PR)apk+at+1 
下 = 工 


一 工 
0 入 (aps+2 十 ,十 apktatl) 
大 一 工 


本 me 二 2(api+2 十 apl+3 十 十 Gpm+l) 


也 收敛 ; 若 习 an 发 散 , 则 六 pm2-mm 也 发 艇 . 
7 一 工 


知 若 时 pm2-mm 收敛 则 到 am 


ma 一】 


了 > 2 时 收 纹 ; 当 妈 2 时 发 改 ， ( 直 儿 大汉 
5 


中 
-.)， 证 明 ; 级 数 忆 叹 汉 
o = 0. 又 


二 E 
1 aeo = sinzo 一 邓 


练习 5.1.12| 设 0<z<Tizm 一 sin zn-l ( 
]} 地 碱 有 下 界 ，Jiz = zo 存在 ， 


明 ， 由 0x<mzn = sinmn-l 么 字 mn- 知 {zm 
放 _ 衣 二 全 二 汶 三 全 
本 ITL 荆 
im mz2& = ,ling 工 一 一 
Jimmnaen ng 三 5 大 本 
2 zaio2 
1 nd 1 
一 一 一 mn2 攻 ， 
im 焉 二 mn+1 0 各 
4 
所 
一 3， 


m2 sin2 mx Le 
= Ji 二 Tsina)e 一 sin 吕 ) 


我 们 知 o ~ (区 ， 而 当 昌 仅 当 也 > 2 时 ，2 


1 1 1 
二 出 二 二 证 渤 二 二 于 om 
1 十 互 一 瑟 + 人 + 


发 散 ， 
证 明 。 由 2m 工 出 带 人 生 支 ) 
lsen 一 Sen| 一 2 ( 寺 a+ 于 卫 儿 > 本 5 全 
2m 
工 工 要 
> 2 藉 > 末 于 ”6 
We 3 3.2m 


及 Cauchy 收 敏 准则 即 知 结论 成 立 . 


设 amnzxom=12…) 且 im an =ala 关 0) 


电 lan+1 一 an 习 慑 ae 


. 求证: 下 列 两 级 数 


同时 收 丝 或 同时 发 做 。( 上 海 交 通 大 学 ) 


证 明 ， 由 题 意 ， 
t. 几 二 人 一 |an 一 一 一 五 一 一 1 ai 
3 JIV，s. 志 |a: a| < 和 <|al 一 |an al 和 |an| 和 |am |+1al < 


4|lan+1l 一 am| 
lol 


工 - 霹 |- lan+1 一 an| 


而 
4lan+1 一 on| _ 
lanan+al 


有 见 > 六 一 
9lal anmn+l am 
故 有 结论 ， 
练习 5.1.15| 放 加 -的 连续 周 周期 _ 
设 eta) 是 (一 ao, +eo) 上 的 连续 周期 函数 , 周 其 为 +， 卫 | tj da -0 Je) 在 o,i] 上 可 微 , 是 有 连续 的 一 阶 避 


工 
areyetnalaz，m-12 
D 


证 明 : 级 数 》，of8 收敛 (华东 师范 大 学 ) 
兄 一 工 


证 明 ， 设 条 (z) 一 上 ett) db 则 更 (0) = 理 (1) = 0, 而 
am -人 了 (z) 理 (nz) dz 一 2 (zjW(z)daz (up(z) = 下 (nm)] 一 训 (z) = 杰 (naz)m) 


一 pa Heihe 一 | oo)@(na) am 


史记 . 昌 时 上 | 人 sa so] < 高 - 吕 于 [人 olad 


(sea -| *@ dj = | 同 gal<| ”eg ai] 
于 是 有 结论 成 立 。 和 
练习 5.1.16| 设 7(z) 于 [1L, oo) 上 可 导 , 尹 (z) 单调 递增 四 
机 , 且 7(z) 一 4 ( 当 z 一 oo), 证明; 
王 千 忆 1 (n) 收 人 


j(m+I) -fn) = 天 (tn)>Fn) < 扣 n< 人 +T， 


2 [fm+DID -fl=A-7GD 


好 = 工 


即 知 结论 成 立 ， 


() 六 之 发散 WE 
2 
2 -二 收 线 
( ) 思 
证 明 . (1) 由 
n+ 
> 1 
2 Thk 汪 Tm+l1 2 一 1 (pp 一 oo) 
知 
3 Pp，s.t 守 ee > 工 
O heat 2 
2). 
浊 an _ 呈 4 o (va - (VD 
eV 匀 WA 锭 vv 


VFR (rn+L < 6n < mm) 


注 


IMMs 


入 2 


(Vrm -VRHTIT) = 2V 生 . 


引 
1 


1 


设 7(z) 是 在 (一 co, +co) 内 的 可 微 函 数 ， 且 满足 ; 
加 7) > 0 
(2) |7r(oj| < mlf(aj 其 中 0 <mm < 工 
任 取 aa, 定义 an = In flan_ ah, m = 工 2 证明; 级 数 半 (on -an_a) 绝对 收敛 (西安 电子 科技 大 学 ) 


证 明 . 由 2 
天 (En) 
了 (6n) 


an -anl= lnyflan) 一 Inflan il= | | 者 E 交 


lan+1 一 an| 


< mm < 1 
|an 一 an=-l 


据 比 值 判别 法 即 知 结论 成 立 . 


练习 5.1.19| 设 》 an 收敛 , 0 < pn 人 + 试 证 ; 


妖 = 
党 a 
im PPlal 十 D2G2 十 十 pnan _ 0. 
有 Pm 


证 明 ， 设 5n = 沉 ak 则 Jimsn 一 5， 且 
姑 = 工 


记 1 世 
2 光 Peak 一 7 源 pk(Su 一 Sk_i) (So=0) 


2Pm RE=I 寻 = 
1 /所 1 
全 人 pkSk -ph+1Sk 
DPm \k=1 =0 


名 一】 
之 时: mnSn 十 2》 (Pk 一 psasn] 


大 =1 


工 兄 一 工 
Sn 一 一 六 (pk+l 一 Ph)Sk， 
2 1 


im (Pa+l 二 pm)Sn (Stotz 公式 ) 
mo， Dn+L 一 Pm 


一 一 一 一 
ER an 收敛 ,man 单调 ， 证 明 : 


练习 5.1.20] 设 on > o 多 


二 
lim manlam= 0， 
im 
JNV，st. 志 及 一 
证 明 。 由 愿意 , na \\ 0， 又 由 Cauchy 收 级 原型 Y < 有 
mm 二 1 生 池 江 入 
二 六 玉 ak| = 泣 和 
2 jx-IVa kV 隐 
2 二 1 『 工 一 
二 > man 王 
壹 man 全 站 AR 
工 
本 放 工 dm > nan | 去 a= 寺 mam ]mn 史 
[V 酉 严 


> pn. 证 明 ， 级 数 


设 数 > 0, fpn} 是 一 个 数列 , 并且 pn > 0 Pt 
全 Pn 一 Pm 开 


,所 pnpnr-1 
收敛 (网 外 赛 题 ) 
证 明 。 由 pn+l > pn 知 
(D impn = 了 > 0 此 时 ， 
韵 0 


加 
pn 二 pn-1 二 ( 
闻 一 一 芭 Pn 一 pn-1) 

PnPR_1 pl1D8 2 


>1 则 3 st.> 六 一 


n=1 


(2) 或 lim pn = +oo, 此 时 , 若 a> 


一 pn-1l - Pm 二 Pm 一 半 工 
pn > 工 Pr=1 < 一 一 ， 
Prpn-1 pn-1 pn 
而 
六 pn 一 pn-1 < _ 工 
AS pnpn- PN-1 
若 0<a<1l, 则 
I 1 了 一 22- ata-1(pn 一 pn-1 
一 Cr Pr 会 度 二 2 
PR PR PR-1P 和 P8_1P 有 8 


ap? 一 1(pn 一 pn-1) _ apm 二 Pr- 


AN 
己 
问 
站 
习 
1 


PH -1LPR 


而 
& pr-pn-i _ LI 台 人 工 工 工 
加 四 
练习 5.1.22 | 举 出 一 个 收敛 级 数 》，ar 的 例子 ， 使 级 坟 》 an lnm 发 艇 ， 
必 一 工 如 = 工 
工 
答 . aa 
衣 和 到 0 0 
op 1 m 1 
人 zlnzln2lnz 旺 上 丈 岂 人 加 
加 
及 积分 判别 法 知 》， an 收敛 , 但 
n= 
an lnm 一 二 
必 ln2 lnmm 
发 散 , 这 是 因为 
an 1]D 人 7 忆 Inm 葵 - 工 未 
= 肖 本 带 而 站 二 二 直人 


mo IT/( 人 Inm) 


20 工 o 
| dz= | 工 dz = +oo。 
如 


序列 {bn} (mn = 1,2,，.) 具有 下 列 性 质 


bn > 0， ,ina bn = +eo。 


做 出 序列 {anj, 使 


妇 中 
>0， 2 an<om， > anbn = +oo. 
全 mi 二 1 


《国外 赛 题 ) 
解答 . YER, 由 Jimubn = +o 知 3 (nhl c tnj，st.bn > 人 地 


1 一 
| 人 一 Ti 


0， 半 头 mk 
即 可 ， 


设 {nk} 是 自然 数列 fn】 的 子 序 列 ， 试 证 ; 
| 


更 
(GD 当 mk 一 nk-1>1 时 ， 忆 赤 收 & 


m=1 


(2) 当 mk 一 mk-l <9 (常数 ) 时 ，>， 工 发 散 ; 
II 人 hj 


(Ga) 当 mk 一 ne-i>Rr (>0) 时 ，》 工 收 红 . 
mn 三 1 TY 


证 明 - (1) 由 
K(R 十 1) 
mk > mk_1 十 大 > mk-2 二 (一 1 十 R> >1T2+… 和 + 一 了 
知 一 -一 
oa 工 症 二 
关 福 5 
(2) 由 
mk 和 mk_1+g 和 和 n1I+ 人 一 1)9 
op 
清和 
包 赤 > 之 南 TP 1 
(3) 由 有 
计 风 
or+2r+ By>I+ 写 人 az>1+ 也 人 ,= 攻 
玉 iir+1 一 (一 Tt KRr+1 十 工 
二 二 一 一 =1+ 一 
衬 一 2 
“ op 
荆 < 羡 Esc 
名 me EL 二 
练习 5.1.25 | 对 函 教 
ke)= 2》 二 (sa> 1)， 
也 一 工 
四 ，。， 其 中 因 为 = 的 整数 部 分 (西北 师范 大 党) 
证 明 : 6(s) 一 =| ET dz， 
站 1 了 ee 
证 明 ， 『 晤 me- "名 | 臣 u 
| ， za+1 乌有 
“ 名 m+1 dz o0 工 ] 
= 8 全 | HT 饭 双人 位 +1Ts 


多 
TD) 一 1 
nm 1 六 + | 
-最 旧 疡 - 庆 本 


”2 二 图 dz 收 绑 


加 汪 当 0 中 上 


辣 关 当日 > 工时 ， 


1 主 罗 这 
zz 一 [z] 人 
人 5 二 了 2 元 


证 明 ， (IT)， 


(2) 当 s > 工时 , 由 5.1,25 知 
光 名 | 了 网 
-二 ao- 全 人 1 


解答 . 


1 2t ee 2 +) 
练习 5.1.27 求 ,He (于 + 五 + 语 二 而 + 五 二 十 再 十 7 


一 lim 卫生 (=- 旨 


mo 工 
有 ?上 dz ( 例 5.1.55) 
0 工 十 严 


设 太 > 0 a > 0. 证 明 : 
瑟 sin 2nrz dm 
让 收 和 敛 ; 


O) 六 站 半 2ee 收 伍 . 


mm 一 工 


证 明 . (1) 由 Dirichlet 判别 法 即 知 结论 成 立 . 
(2) 由 积分 第 二 中 值 定理 ， 


『 E 二 
于 Eee 三 恰 去 | sin2nmadz+ 去 | sin 2nrm dm 
了 Lak Ja 4 
主 # 主 于 狼 “ 基 
六 站 
人 Nak nr AR mr 


而 
加 | 三 衬 2ree| 入 
本 akm2Tr 
故 结论 成 立 . 
| 129] (人 呈 工 本 
练习 5.1.29 | 证 明 : ,lim 全 二 } 存在 (有 限 ). 
证 明 。 设 an 一 和 十 二 -Innm 则 
工 
an+1l 一 an 一 一 Inln(n +1) +lnlnm 


(+1l)inm +l) 


n+l 1 工 
<| 二 dz 一 inlinm+D3TD+Inimm 


Pinz 
= 0， 
了 
工 
am = 》 一 一 Inlin 和 mn 
人 2 InR 
咱 。「 十 1 
记 dr 一 Inln7m 
LE zlnm 
m+1 了 
=| dz 一 Inlnm 
> 了 lnm 


=lnln(m+J) 一 Inin2 一 Ininm 
> 一 Inlin2. 


由 单调 有 界定 理 即 知 结论 成 立 ， 


5.2 ”函数 项 级 数 


() 
全 态 (a) 在 [a, 司 上 和 连续, mm 一 1 2， .3 

(iD 《名 (za)} 在 [a, 避 上 一 致 收敛 于 fm; 

(ii 在 [o, 避 上 友人 z) < 加 Hi(z) mm =1, 2 

试 证 : ef 人) 在 [a, 归 上 一 致 收 伊 于 ef(m). 

(2) 若 将 (1) 中 条 佳 (iii) 去 掩 ， 则 efme) 是 震 还 一 致 收敛, 试 证 

和 和 电 化,， 试 证 明 你 的 结论 ，( 河 : 大 学 
我 们 仅 需 证 明 (0，(i 一 e 扣 ) 在 [a, 司 上 上 一致 收 伊 于 ef(m). 由 人 | 
3 M > 0,， st.zs[a'b 一 |flz)| < M-. 
又 由 (i， 
3 >l st 人 | 和 (和 (一 Tojl+Hel<1+M 
一 ef 人 ) - ef)| = lesllfn(ta) 一 fo)| < eM+iljn(e) -fm]， 


再 由 (D， 
Ye>03aN>mst.mn>N 一 | 抽 (z) 一 了 (zl < AT 一 |efm@) 一 ef(tm)| < e. 
E 
_ 忆 工 天 
医 汪 52.3| 设 名人) 一 次 训 Ge 于 2 于 一 定 2 证明 ; 在 (一 oo, +o) 上 { 加 (z)} 一 致 收效 (兰州 大 学 ) 
证 明 ， 由 |cosm cos 二 1- sin 引 .le 一 中 < | 一直 知 cosa 在 呈 上 一 致 连续 , 而 由 例 5.2.1 的 证 明 即 知 结论 成 交 
基本 2.8| 设 加 (c) = 时 人 L 一 蕊 产业 _ 、 
医术 52.3] 轴 (m) Grade gn(z) = | 了 由 dt 试 证 : 
(mm 一 oo 时 ， 
一 
rm=| Eee (0<e<1l)， 


(2) gn(z) 写 lz| 关于 es [1 3 当 半 一 oo 时 
证 明 .。 (1) 注意 到 
人 (一 记 md 部 代 一 雪 ) 岂 


有 (一 ) = IST 一 RGCe dd 一 一 名 (zz)， 
我 们 仅 需 证 明 Y 0 < < < 1 
加 (am)1 (<z<1l)- 
呈 ( 一 ) 疆 近代 一 记 ) d 1 1 
1 > 所 (加 一 刘 科 一 > 二 > 一 一 RCR 
人 GE-t)mrdt Jo 一 )m di 工 + SG 王 访 届 二 全 
刘 
之 本 ER 一 1 (一 o0). 
人 - 守 ) 各 
(2) 注意 到 
oo(- 可 = | 思 四 旺 一 三 mcaaca- -eco made=enG， 
0 0 
我 们 仅 需 证 明 
gr(z) 双 ze [om 一 吕 )， 
而 这 可 由 
in 四 -相合 罗 3 串 
0 
@ 芝 巧 < 这 
2r < 5E) 和 
<| 入 + 算 机 和 + maxte[ 本 | 加 的 一 对 性 一 生 ， 号 科 囊 和 
到 

得 到 , 
试 证 级 数 匀 Con 一 aa" 在 区 间 [o, 了 上 绝对 收 线 ， 一 致 收敛 , 但 不 是 绝对 一 致 收 . 

竹 一 芋 

证 明 ， 由 加 因 0,m= 工 
咏 全 = 人 区 0<z<1 
0 
时 一 了 ,另外 , 由 
是 连续 和 数 知 不 是 绝对 一 致 收 全 ，““， 

知 厌 级 数 绝对 收敛 ， 但 由 极限 函数 不 是 GaCant|< mar < | 品 二 克 和 

Caoxa-am= 于 十 炙 位 = 本 "09 所 到 < 工 一 上 


及 一 人 十 工 


知 原 级 数 一 致 收敛， 
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总 (D7 在 0< 


是 否 一 致 收 级 - 
练习 5.2.5 | 判断 级 数 2 苹 直 元 ER 
4 


证 明 。 由 站 本 
双 (DJ 让 和 一 
本 友 十 有 =m+ 工 让 基 
n+ n+tn+2_ 1 一 一 
人 机 十 克 二 3 一 
工 
ec[ FFmTT = 
即 知 岳 级 数 在 (0, co) 内 一 致 收效 ， 
[ 陈 习 5.2.6] .2.6 | 讨论 级 数 号 ua-tn-Da 关于 0 和 < 工 是 乔 一 致 收 全 ? 〔 复 县 大 学 ) 
们 m= 卫 
解答 由 mo 
邮 me 0+ 
所 etn-lm 一 下 -1 (一 0 ) 
大 = 人 十 二 


即 知 原 级 数 在 [0, 1] 上 非 一 致 收 全 
的 收 全 性 和 一 致 收敛 性 (z > 0)，( 华 东 师 范 大 学 ) 


动 


练习 5.2.7| 讨论 人 数 ,2 全 二 


解答 、 由 
2 > m2 一 o0， 


知 原 级 数 在 (1, co) 上 收 线 ， 
又 由 
了 2 7n2 果 人 


sup 一 > 一 一 
=e(liozo) ( 工 十 去 ) [(GL+ 去 ) 十 去 ]“ 
知 原 级 数 在 [c; oo) (c > 1I) 上 一 致 收敛 , 而 在 (1, oo) 内 不 一 致 收敛 . 


讨论 级 数 号 和 (z > 0) 的 一 致 收 剑 性 ，( 南 京 大 学 ) 


2m 


m > 工人 一 | 一 一 一 一 
工 十 22m+1 


刁 2m 


0 和 zz<g<1IL 一 | 一 一 
ITaanfI| < 


mm2m 


lim 三 
2 


2m 
-1 一 工 十 2m+1 


sup 
me[0,1] | 工 十 2m+ 工 


知 原 级 数 在 [1, oo) 内 发 散 , 在 [0, gj (0 < g < 1) 上 一 致 收敛 , 在 [0, 1) 上 非 一 致 收敛 


练习 5.2.9| 设 函 数 项 级 数 > am (了 Q 上 证 5 对 任何 对 任意 的 4 
们 9 1 》 
练习 项 级 (z) 在 名 上 收 和 你 ， 试 证 ， 著 对 任 < [ab 3 = > 0，Goe > 0， 使 对 任 才 


人 @@ 一 古寺 8 mn [a, 司 与 任意 的 自然 数 m 部 有 | 六 ut 
kt)| < Ge 则 
证 明 。 由 有 限 补 盖 定理 ， 又 人) 在 [a, 晤 上 一 至 收敛 (北京 师范 大 学 ) 


大 = 


3 m， st. [a, 避 < vB:U(ni,5i)， 56; 一 5， >0 


取 
G-= 要 
各 max {Gei ,Gann]}， 
ye[a,bj 僵 3R，st.ae U(rkhy 6k) 
到 史 人 和 Ge (Vnm) 
呈 败 ( 人 < GyY 问 . 


EEC 


人 


了 (z) 三 所 
(ze) = 六 wk(z) 一 二 = ye 二 [Ia 加 


= 


姻 三 : 


则 


| 太 (lE C， vme[ab，vYmeN. 
往 证 刀 学 地 对 Ye>0, 取 


3G 
EN， 本 +Tb 一 oaG=o0l 0， 
则 由 
in 名 (zi) = (ci)， (= 0,1 
知 


am slfm(o 一 名 < 生 . 
当 m > 寻 > 时 ,对 Ymzee[a, 吕 ， 


0 所 了 和 1 一 1 6t. me [czj+a] 


fm(z) 一 打 (z)| < ljm(z) -zj +|Pn(ej) 一 丰 (zz 十 | 采 (z) 一 真人 | 
= | 和 (| | 一 四 | 上 lfn(zi) 一 了 (zi 十 | 也 (9 一 2 


二 二 全 
了 3 


由 Cauchy 收敛 准则 即 知 记 芭 于 


加 
练习 5.2.10| 设 a > ba > .…: > bn > 0. 试 证 : 级 数 》 bn sin mr 在 任意 区 问 上 一 致 收 贫 全 于 一 中 时 mpn 一 0- 


人 三 1 


证 明 。 一 : 由 级 数 天 bn sin ma 在 任意 区 间 上 一 致 收 伊 及 Cauchy 收 伍 准则 知 Ye > 0, 3 六 ，s 了 关 六 一 


他 一 工 
v2。 > sup 吧 bx sin Rm| 
4 ”| 
> 亲 bx sin 有 57 (2 [+az<k<n 一 开 < 去 < 引 ) 
& 一 [ 登 ]+1 
> v 亲 DR 交 w (" 一 []) (pk \) 
和 全 ]# 
区 Von 
友 


加 oo 

3 bn sinm(z 十 2r) = 党 bn sinmz = 一 芒 bn sin( 一 nz) 
一 儿 一 1 

们 二 三 


知 仅 需 证 角 也 businmnz 在 [0,T] 上 一 致 收 比 . 由 ,im mbn 一 0 知 
仅 一 工 。 
ve>o0jm， St。 风 > 一 mbn< 元 1 


对 m >7m>N， 


下 
(GD 若 0o<m< 亏 ' 则 
促 马 i 素 避 
mm in kz 和 古 R 太 sinz 委 闻 大 人 
为 Dk sin Kz| 一 交 忆 和 
太一 寻 已 弄 0 1) < -一 < 
送信 区 


(2) 若 开 和 zz<m 则 
志 


mn 
吕 wsimkz| =| ws 一 se 
大 一 太一 寻 2m 二 1 二 一 一 
Los 2qte 一 co 2 -15nl< 可 本 一 | 
Sn 一 包 sin Rz 一 sin 本 克 
和 
交 bSR 一 豆 DR+aSh| 
有 kr 
ni 
-| -bnsn-i+ 刀 (b 一 botl)Sw bmsSm-al 


= 


RE=m 


mm 一 1 
民生 六 + 对 (站 一 pkti) 二 bm 
工 


2 
一 E， 
一 2bn < 4nbn < 元 十 二 


丁 


(3) 若 工 <m < 下, 则 


=~13 


不 丰 
刀 一 工 < 和 一 3m<1L<m 5 
人 允 十 


了 Ta 
oksinkz| 多 pbksin ka 
=m 天 一 ! 十 工 

并 


4 克 克 
过 二 下 二 2 拓 末 (no 六 =< 节 包 有 Ti < 


筷 十 


伙 
了 了 ksinkz 
天 =mm 


< E. 


人 
pksin km 


大 一 m 


位 > 寻 2> IV，ze[0r] 一 


南 Canchy 收敛 准则 即 知 结论 成 立 . 
十 mD” 在 (ao, +oo) 内 闭 一 致 收入 ( 即 在 任何 内 闭 区 间 [a, 避 < (一 oo, +oo) 上 一 致 收敛 )、 


中 
S 刁 
练习 5.2.11 | 试 证 级 数 之 0 


证 明 . 由 攻 
z+n(-ljmr 如 _ z 妃 了 (一 1 
包 2 十 92 = 名 二 + 而 二 二 
|z| 及 和 达 
辣 本 二 + 示 < 丙 ， 包 而 < 中 
人 k(-1D 六 | 爷 十 工 -| 爷 十 2 下 寻 十 3 
RE 2 十 (人 十 12 22 十 (. 十 2)2 | 
即 十 工 亿 吕 国生 
< 着 玫 地 ) 
1 
多 十 工 
即 知 结论 成 立 . 
oemnm 
三 e 村 
练习 5.2.12 | 指出 级 数 乌 的 收敛 区 间 和 一 致 收敛 区 问 , 并 证 明之 ，( 兰 州 大 学 ) 
解答 .由 
吉 5 厅 汪 芋 一 交 尘 ， 痪 上 让 汪 证 浊 1 1 
人 也 全 人 enz 
知 当 且 仅 当 me > 0 时 原 级 数 收 人 ee 
又 由 
o 。 e-km 2m er-k 本 2m 
suP > > e1 人 
>0 ,之 ， 大 本 天 大 ,之 ， +o 人 一 oo) 
及 Cauchy 收敛 准则 知 原 级 数 在 (0, co) 内 不 一 致 收敛 . 
最 后 对 Ya > 0， 
o er-km o er-ka 外 1 1 站 
SUP 所 < 三 一 工 
>ak-R4HI 大 要 天 上 2 大 ka  a 天 大 2 


知 原 级 数 在 [a; oo) (Y a > 0) 上 一 致 收敛 ， 
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蔓 = 

血本 52.13| 扣 册 六 于 in( 于 

[天 32.13] 4 二 in ( 王 +) 的 收 全 于- 一致 疏 人 的 疮 围 ，( 兰 州 大 学 


解答 ， 由 
2 
衬 m( 空 4)< 王 . 空 -本 
全 入 
即 知 原 级 数 在 及 上 收敛, 在 [-4, 4] (Y A > 0) 上 上 一致 收 效 ， 义 由 

SuP 亲 品 肝 (人 + > sup 后 2 LA 杀 < 
meR ke 大、 人 让 有 Ka 二 有 

(v 癌 * 卫 

= 一 一 on 一 oo) 


四 2mn[(Va2+2nl 8 
知 原 级 数 在 及 上 非 一 致 收效 、 


练习 5.2.14| 设 7(e) 在 [0,1] -上 连续 ， 


六 四 = Fo， 轴 ta- 人 关 Dah yasloalmnt2o 


加 
求证 : 包 如 四 在 [0,1] 上 一 致 连续 (北京 航空 航天 大 学 ) 
证 明 。 设 |f| < AI,， 则 由 
| 产 (mJ< ML)， 
1 _ MG- 四 7 
ImeolsM|a-od- 一 ， 
5 


_ on- 
MU -an 。 ， M 


fn(z)| < 一 一 一世 
[本 本 1 
及 优 级 数 判别 法 即 知 结论 成 立 . 


CD 证 明秀 数列 {(1 二 至) ”; 一 = 2 在 =e [oa 上 对 严 间 放大 
人 四) 订立 D7@ 二 允 ” 在 [o,] 上 一 致 收敛 证明， (1 


mi 二 
灵 =1 下 


了 人 we 本 到 “人 ad ， 


(2) 由 
En 


及 Abel 判别 法 即 知 原 级 数 在 [0, J 上 一 致 收敛. 


在 fo, mo) 上 一 致 收 介 ，( 陕 西 师范 大 学 ) 


练习 5.2.16] 试 证 : 若 级 数 三 收敛 则 Dirichlet 级 数 m2 
证 明 。 由 Abel 判别 法 即 知 苦 论 成 立 ， 
5 i 闻 CD 在 0 上 一 致 收 丝 . 
练习 5.2.17 | 证 明 级 数 多 | 在 0<z<+o 二 
证 明 。 写 出 
了 (TIV 可 
馆 党 十 字 ) 
性 TD 可 工 局 调 昌 一 致 有 界 ((; ea 
由 例 5.1.32 知 习 一 一 收 和 分, 又 关于 mm 单调 有 界 (为 也 , 据 Abel 判别 法 即 知 结论 成 立 ， 
《由 二 县 


on 人 人 玫 ) an 在 io,a] 上 一 致 收敛 ， 若 记 其 和 函数 S(z), 试 证 


(z) = +oo， (北京 师范 大 学 ) 
二 看 起 来 是 好 题 , 在 呈 一 0 时 ， tt 


an2 m 起 主导 地 位 , 一 下/2 时 , (1 一 2z/pi) 起 主导 地 位 ， 可 惜 错 了 .… 比 如 


lim al 
互 克 引 


一 致 收 伐 了 … 喝 咽 咽 . 
而 原 级 教 的 通 项 不 趋 于 零 , 而 于 


而 在 任何 -所 都 不 绝对 收 煞 。 (华中 科技 大 学 ) 


2 十 芋 在 任何 用 区 问 上 一 致 收 铸 ， 


ES 闪 C0 2 + ( 几 十 3) | 
证 明 。 由 二 十 全 到 2 十 中 上 习 -全 全 二 5 = 
(9 二 二 |- 全 1 
人 n+ 了 42 十 中 二 轧 (lz| < 用 
< 一 宫 +1 ”mm+DJ 


0 (mn 一 o) 


即 知 原 级 数 在 任何 盈 区 问 上 一 致 收效 ， 又 由 


知 原 级 数 在 任何 一 点 都 不 绝对 收 伍 、 


解答 ， 设 


区 间 上 的 一 致 收 全 性， (北京 大 学 ) 


0 z=0， 
四 一 | on(lnz)2，0< 一 么 工 
则 osaunecloaiun(z) 一 0 ze[0I 由 例 5.2.27 (Dini 定理 ) 即 知 原 级 数 在 [0， i] 上 一 致 收 化. 


设 fa) 和 故 数列 [jn(aj} Cn = 陋 2)…) 在 区 间 [a, 晤 上 连续, 卫 对 任 一 一 < [a, 可， 
Jim 加 (a) = g(a， 


问 能 否 断 定 户 (z) 在 [ab 上 一 致 收敛 于 g(z)? 论证 你 的 结论 (兰州 大 学 ) 


解答 ， 不 能 ， 比 如 
记 (z) = ar(L -am) 一 0=gm，me[01]， 


但 由 ， 
sp oj- 加 (3- 了 


zeE[o,1] 


知 态 在 [0o,I 了 J 上 不 一 致 收敛 于 g(z)， 


练习 5.2.22 | 证 明 : 到 [naee-r 一 人 二 lze nt)=] 在 [0,+oo) 内 收敛, 但 对 任何 4 > 0， 级 数 在 [0, 4] 上 不 一 致 收 分 , 再 证 :上 
述 级 数 在 [0, +oc) 内 定义 宁 二 个 连续 丽 数 ， 问 级 数 在 [0, 4] (4 > 0) 上 可 否 逐 项 积分 ? (南京 大 学 ) 


证 明 。 由 
到 罗 0 二 沉 [ze 一 人 m 十 Dzere+o=] 下 动 Te 一 前 TDemmam 一 Te 一 全 
刀 三 工 1 RE 
知 原 级 数 在 [0, oo) 内 收 化 
又 由 
| 


知 原 级 数 在 [0, 4] (4 > 0) 上 不 一 致 收 伍 . 
最 后 , 和 函数 S(z) = ze-?” 在 [0, oo) 内 连续 , 由 


4 
| S(z) dz = -(z+1)e-= 人 好 = -(4+1ler4a+1， 
o 


ofA 
[| mmze-na -(m 十 1)ze-m+lm dm 


上 5 eol| 


网 一 


= 一 (4+1lea+1 


知 可 逐 项 积分 . 


在 (0, 3 内 任 取 一 数列 fan} (和 项 互 不 相同 )， 作 级 数 品 严 一 ae， 证明， 
CD 该 级 数 在 (0, 1) 内 定义 一 个 连续 冰 数 Fa 二 
人) Ja) 在 == ak (一 12 在 天 学 
人 全 ) 处 不 可 微 , 而 在 (0, 1) 内 其 他 电 处 均 可 微 ，( 南 京 大 学 ) 


[| lzl+la 名 
大 基 k| -1 工 十 1 2 
2k 0 到 王 <o 


知 原 级 数 在 〔0; 1) 内 一 致 收 伊 , 而 和 前 数 f(m) 连续 ， 
(2) 当 荆 关 at (Y D) 时 , 由 


fmz+h 一 frz) 亲 起 汪 基 二 曾 革 丘 二 囊 


由 翅 三. ， 
赤 十 一 ak| 一 | 一 akl| < je 十 请 一 ok) 一 促 一 ahjl - 工 
JR 的 放 、2R = 亚 


lim 了 + 一 了 - 村 lim 地 十 一 ak| 一 书 一 ak 
he0 二 ne 下 2 


_ 刀 工 d 
= 了 区 二 |e=axlm 一 ol 


当 z=at (30D) 时 ， 


十 区 一 串 |， 


ya = 卫 严 5 于 + 2 记 


大 关 


前 一 项 同上 讨论 知 其 在 = = at 处 可 导 , 但 后 一 项 在 = = at 处 不 可 导 , 故 有 结论 ， 


练习 5.2.24| 试 作 [o, 31] 上 的 连续 函数 序列 { 加 (=)}， 使 之 逐 点 收敛 于 连续 冰 数 了 (z), 但 


工 蒜 
im 下 了 思 rs(z)] dm 冯 人 fla) dm. 
(安徽 大 学 ) 
解答 取 有 (zz) = mmm(1L 一 zz)， 则 


驳 取 1 1 
= 了 让 一 dz, 
li 思 (z) dr = linm ( 直 人 5 天 0 人 了 (z) dz 


一 寻 一 吕 
m 一 Jo 


练习 5.2.25 | mm 取 何 值 时 ， 
() 有 名 (z) = Temper-nam (人 一 1 2 
(2) 大 (z) 在 [o, 了 上 一 致 收敛 ; 
(3) lim | 了 有 (zz) dz 可 在 积分 号 下 求 导 ? 
2 


解答 ，(1) 由 


.-) 在 [0,1] 上 收敛 ; 


j 了 
> 0 十 刀 人 “en 


zz=0 一 扣 (z) = 0， 


知 对 Y ae 了，lim 向 (z) 一 0 [o, 匡 ， 


们 


(2) 由 玫 (m) 一 mae-nz(1 一 mz) 知 


工 a -1 一 5 E 
-0| = _ max = 加 (全 ) -= er en 要 = 一， 
, 琳 | 和 (ma) 一 0 一 四 光 1 所 元 0 


而 对 a < 1, 用 (z) 在 [0, 了 上 一 致 收敛 . 


(3) 由 
四 | er-nm dm 
| 人 同 加 = 直 =ae 上 ] 
_ | 总 一 二 | - -ner2z[m+Der" 一 习 
知 对 a < 2， 
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_ -连续 。 (西北 大 学 ) 
总 DCL+nz) 在 (+oo) 上 呈 
练习 5.2.26 | 证 明 级 数 部 < 下 下 册 Hg ) 
E [ao 避 (Y DG 二 ro < 2 
Ta 


证 明 , 仅 需 证 切 原 级 数 在 去 
(L+z)| < 
| 
练习 5.2.27| 设 _ ua) +e(yn(z))， (zE 玉 )， 何 
li(z) = 凡人 
四 )， we 消 足 Lipschitz 条 件 : 
二 是 才 续 有 时 n(c) = sm yeol = 加 一 <31. 
lelo) -ely < al 多 多， 人 0< 
| 致 收 仇 
1) {fyn(z)) 在 民 - 上 一 ; 本 ee 
加 记 Y 人 ) = linyn(z)， 则 y(e) 连续 , 且 yza) 一 
(@) 着 wa) -- 玫 思 志 则 y(z) 也 -一致 收 ， (武汉 大 学 ) 
机 aal= elwnrata) 一 ee-ate 
< alyn-i(z) 一 2n-a(z)| 
本 
< an-llya(z) 一 yo(e)| 
二 em 症 台 |y() 一 @(zo)| 
即 知 级 数 
四 
nm+ > [wmn(m) 一 yn-x(o)] 
刀 一 2 
在 及 上 一 致 收敛 , 而 yn(z) 在 及 上 一致 收 钱 , 
又 可 用 数学 归纳 法 证 明 yn(zo) = 2o 
我 们 有 y(ro) = yo, 


(2) 3(=) 作为 一 致 收敛 连续 函数 列 的 极限 函数 ， 是 连续 的 ， 

(oo(z) = yo，yn+x(ceo) = y(zo) + 9(yn(zo)) = [yo 一 e(yo)] + (yo) = yo)， 
(3) 在 (27) 中 令 mm 一 oo 由 

3(z) = W(z) + 9(y(m)) 


而 
lg) -aa sule) -al+leelo) 一 eye 
< pe) 一 ye)l+ aly(m) 一 ye 
1 _ly(a) - Wa))， 


ly(z)- yz)1< 区 


这 即 说 明 落 一 致 连续 一 一 致 连续 . 
练习 5.2.28| 设 Flz) 在 (-a, +ce) 上 有 任意 阶 导数 f(")(z)， 且 任意 区 间 [oa; 吕 上 fm)(z) 冯 lz) ( 当 半 一 +oo 时 )， 求证 


4z) 二 ces (其中 ec 为 常数 )，( 北 京 大 学 ) 
证 明 。 由 7(")(z) g(z), ft"+D(z) 三 go) ze[-4, 4 (YA>0) 铬 


dd(z， (mn) 
到 辐 =- ji 于 -= gz)，Yae(-A,A)， 


dz 互 一 o0 


由 4 的 任意 性 ， 


于 是 %(z) = ce, 


加 


设 Jo) = 号 CDniascee 来 
姻 一 1 饮 


(ID) 了 的 连续 范围 ; 


(2) 了 的 可 导 范 围 ，( 北 京 大 学 ) 
解答 ，(1) 当 一 < 0 时 , 通 项 不 趋 于 零 , 而 原 级 数 发 散 ; 当 = > 0 时 , 技 5.2.19 的 做 法 ,容易 看 出 


一 KR 本 
| 1 
怕 王 四 < 二 om 一 ao) 
知 原 级 数 在 [0, co) 上 一 致 收 生 ， 而 f(z) 在 [0, oo) 上 连续 ， 
(2) 由 
和 1 0 
es | -Ce Ce se 人 >a>0) 


刀 =1 


知 原 级 数 在 fa oo) (a > 0) 上 可 和 逐 项 求 导 , 而 7 在 (0, oo) 内 可 导 ， 


ES - 达 >- cosz 和 ( 厂 京师 论 大 学 ) 


解答 ， 由 》 2-m( 一 sin2m 
号 ) 绝对 一 致 收 敌 ( 呈 |2-n(_ sin2nz)| < 呈 5 古 1 乓 5 三 


人 0 
n=0 上 


lim 了 四 一 了) 
0 十 记 


5.3 “震级 数 


对 于 第 级 数 久 2 In 册 相 饭 主 
写 之 各 汪 sr， (1) 求 山 收 人 半 符 ;2) 讨论 在 收 氏 江上 上 的 收 全 性 (3) 扣 册 在 什么 社区 问 上 级 玫 一 至 收 


化 (内 蒙古 大 学 ) 
2m lnmm 

征明。 (D) 设 cn = 一 则 ,im on lim 2nttlnm 二 菩 ， 阅 2 故 收 仇 半 移 为 于 人) 设 fb = 也 上 ， 则 当 
， 则 过 


lnt | 人 十 工 5 


1 要 
t>> 3 时, 少 则 一 一 <0 而 {f(n)) 和 -as 递 碱 据 Leibniz 判别 法 ， 
站 27 IN 名 


lnz 本 二 
收 伍 ， 又 由 厂 zu 人 tdt = +oo 及 积分 判别 法 知 电 2ninnm fl 匡 怀 发 拓 ， 故 原 舌 级 数 在 二 
亿 2 


2 妖 一 工 


四 
一 闪 (0) = (2-2" cos2nz) = 全 p-*(-ain2nzal。o = 三 全 


2 nm=0 


到 处 发 族 ，(3) 由 华东 师范 大 学 数学 分 析 第 四 版 第 50 页 知 原 罕 级 数 丰 [3 (wa : lal < 提 上 一 致 收 北 ， 


若 级 数 > anan 有 收 伍 半径 Ri， 而 级 数 多 bnzw 有 收 伍 半 径 Ba, 则 级 数 
mm=O m=0O 


(GD 宇 (an + pn)m"i (2) 归 anBnan 


的 收 丝 ; 半 称 是 怎样 的 - 


解答 ，(I) 设 马 (an + bm)znm 的 收 化 半径 为 忆 , 则 当 书 ; 忌 2 时 ， 己 一 min { Ri, Ra};i 当 Ra = 已 2 时 ， 书 > min (Ra, Raz}. 事 


二 0 
实 上 , 当 五 1 和 五 2 半 ， 由 
yanz” 收 弘 了 
0 一 2 (an + bn)a” 收敛 


|z| < 瑟 : 一 
僵 jz| < Ba 一 也 bnzn 收 化 ”9 


知 丸 > min { 忆 :, 忆 2}. 当 Ra < 玉 2 时 ， 
汪 bnazm 收敛 一 疝 (an + bn)zm 发 散 ， 


盖 0 


玉 : < |z| < 已 2 一 an 发 散 ， 

兄 =0 Me 

疝 ， 尽 可 能 大 于 ， 也 可 能 等 于 min {Ra, Ra 此 之 于 2 ( 志 - 云 ) 玉 的 收 全 半径 均 为 2， 
了 一 0 


四 


的 收敛 半径 为 洗 癌 am 袜 ( 一 zj* 的 收 伍 半径 均 为 1 但 2 [LT (Dim ”一 入 2z2 
0 


县 [ 坟 + (去 - 去 )] -名 的 总 妈 2 
的 收 全 半径 还 是 1 
(9) 


我 们 举例 说 明 当 已: 一 到 > 


们 lan(Rae)m”|， 之 |pa(FEz6)"| 收 伊 (0 <8 < 了 功 


mm 一 0 
一 了 Wonr( 1 <1 ee 这 


ma bb 
= Mianl< 亏 < 元 0 ia 怒 lbn| 和 而 
芭 9 了 了 
Wen| < 砚 


壤 Te 和 志 ， im 
风 一 加 已 1 


全 下 忆 |anbn JJ 到 lan| 了 蕊 lbn| 和 元 
隶 一 训 
-一 一 > > 已 1R2- 
二 Imn 一 o ianpn| 


练习 5.3.3| 设 an > 0， 思 收敛 半径 为 


证 明 。 用 反 证 法 . 若 了 
3M>oazmk 一 II ，5 必 ,了 (mk) 一 三 es 


(由 练习 1.6. 了 


+oo.。 


1 和 函数 为 了 (m)， 若 了 an 发 散 ， 求证 : lim fa) = 
一 0 
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则 对 Y mm s 2+， 


这 与 》，an 发 烙 矛 盾 . 故 有 结论 


呈 0 


1 国 科学 院 ) 


练习 5.3.4| 证 明 ; y(z) = 光 5 酒 足 Wa) = 3 ( 
人 na 、 为 oo， 而 在 任意 有 限 区 问 上 一 致 收 化， 故 可 逐 项 求 导 
证 明 。 了 由 一 史 的 收 伍 半径 为 +oo， 也 的 收 伊 半 径 也 为 十 
人 一 0 


吧 m(z4)”- Loa 弛 4mm4" - 匀 和 
= Jo =wyle) = fa 2 GT =- 
继续 按照 上 述 方法 可 继续 算出 yy ”及 OO 
2 /ainrNq 名 4n(ltn 一 1)(hm 一 2)(4n 一 3)m 7 = -zi 人 ()， 
Weata) -三 ( 癌 i - 电 1 EC 
天 十 2 ae 
练习 5.3.5 | 求 极限 im 反 RERTOTRT 可 ' (四 川 师范 大 学 ) 
也 有 十 2 = 和 天 十 2 
电 TIRTOITRT23 区 REL+ 人 二 志 十 (KET3KR+D] 
= 大 十 2 nm 1  _ 忆 _R+l - 全 +DIR 十 3 一 习 
四 之 KRIUR2 十 4K 十 4 加 乙 RUR+2) | 人 十 2)! 过 (ETIIKR 十 2) 
忆 (天 十 2)! 一 (ER+1L 书 1 _ 工 二 于 二 闷 ,上 工 二 
- 馆 (KRTTIK+2 -了 [En ] 2 m+2! 2 


机 列 fosja_， ,tanjg :请 中 an > 0 级 数 2 anzr 当 四 < 工时 收 级 省 一 时 发 基 , 又 jiang ze 4 


(0 和 4<+oo)， 证 明 : 


lim 2 = 4 (南京 大 学 ) 
一 工 一 蕊 
anm 
6 
证 明 . 由 lim 姑 -= 4 知 
To 
bn 三 
VE>0,3N，s. m>N>=| 二 -4 < 
am 2 
且 
lim (各 - 温 0 下 备 - 刘 < wmnza 
于 一 00 NGm TL 


于 是 当 m > IV 时 ， 


4 
Sn 
呈 
昌 
加 


天 =1 大 1 =1 
元 = 于 = 元 3 殉 本 
ako 有 温 akmk 好 OK 
有 = 工 大 = 工 = 工 
证 亿 

太 有 
ax 二 到 玉 二 酌 | 吉 = 人 


全 
上 
忆 


[Ma 
旬 
辟 
R 
国 


可 


sg 
日 
如 
甩 
1 人 
ZzT4a = 
拍 
五 
及 
= 
Si] 
吕 
吕 
日 
日 
本 
日 
本 


二 1 Ek= 人 +1L =1_ 天 = 工 有 - 
< ME 十 二 -一 元 芭 。 
到 二 当 
2 akz aka 
ee K=1 
op 
令 一 o 得 轨 
为 bn 力 QR 
m=0 人 2 
机 构 加 
anam" 一 人 onz 
Mi 


忆 
所 练习 5.3.3，_lim_ 包 anonm = +oo, 而 
二 


立 名 
RM 2 an 六 bnmm 
3 6E(odt)st 工 二 mn 
(0, 1)，s.t. 工 56<z<1= 一 》 anan > R=1 二 
呈 二 1 呈 
一 2 anz 一 及 
Yo 
医 汪 53.7] 六 训 于 
mn+l = on 十 cua mL =12 ,ce>0， 
0 
解答 ， 
村 似 一 人 
im zn = im | za 十 忆 Got 一 zh) ml1 十 六 吕 co 
太一 1 有 一 1 
oo 大 一 1 2 
人 了 op 有 一 1 
=-zi+ce2 地 2 一 21 十 cu < 2(k-1) 
Ai ?守卫 辽 二 
= zl 二 ct a2(k-1) 天 刘 0 
之 和 于 1 ( 写 开 洲 ,很 者 可 以 抵消 的 ,高 中 大 学 过 了 ) 
总 2 每 2 
= zi+claojaz》 (2) aa2+( 人 一 a?)In(1 一 a2) 
三 盖 宙 有 可 二 和 ee) 


5 0 +(L-a2)lin(G1-a2?)]， 


的 和 , 事实 上 ， =0 时 , 原 级 数 = 0; 当 0< |z| <1 叶 ， 


| 1 re 人 加 
| | sn idedt 一 加 | | sm dsdt 
0 Jo ZJo Jo =1 

二 二 = 

| 和 站 如 十 (一 z)ln(1IL 2) 

o 工 一 s 四 


四 四 上 
练习 5.3.8| 设 on > 0(m=12…:)，》 anamn 当 一 1<m<IL 时 收敛 并 且 有 上 界 , 证 明 : (1) lim 》 anzn 存在 ; (2) >， an 
刀 = 工 人 了 三 1 


加 加 
收敛; (3) im 乌 anzm 一 忆 As 
(人 当 0<< 工 时 ， 显 ananm 是 的 单 增 函 数 ; 又 由 古 意 ， 果 ansam 有 上 界 ， 故 im 电 anenm 存在 ， 且 等 于 


其 中 倒数 第 二 步 我 们 利用 了 守 5 


总 名 
元 m 二 1T) 一 


刀 =1 


于 
此 
下 
炙 


证 明 . 
胸 一 工 
suP 衬 oe (2) 据 题 意 , 3 AM > 0，st. 卫 ooer 和 MD0<z<I. 于 是 
0<m<1 
和 akzk < Mn 0<z<lm>1l. 
大 一 工 
四 
令 m 一 1-, 我 们 有 时 ak 和 RM > 工 由 an > 0 及 单调 有 界定 理 知 an 收敛 ，(3) 由 (2) 及 华东 师范 大 学 数学 分 析 第 四 版 第 50 
刀 一 工 


天 一 工 


页 知 双 anam 在 [0, 1] 上 一 致 收 公 , 而 和 函数 连续 ， 特别 地 ,和 函数 在 = = 工 处 连续 , 即 得 证 . 


光 akazk, 求证 : 当 呈 一 +oo 时 ,7(fn(z)) 写 了 (f(z)) (a 和 


设 jfa) - 品 onzr 的 收 全 间 生 为 下 = +o, 令 加 亿 ] 


见 一 0 


外 
口 


z 芭 有 . 


证 明和 ja) -器 asar 的 收 生 半 入 为 及 = +o 知 加 在 [w, 癌 上 -到 全 于 思 而 


3 stm>ze[o 避 | 和 (人 z) 一 7m)| < 工 
由 六 连续 及 大。 在 [a, 避 上 一 致 收 并 于 了 知 极限 函 数 了 在 [we, 可 上 舌 续 ， 而 有 欠 : 
MT>o st.ze[a 可 一 flz)| < 70- 


3 四 lsmaxflmlojl ,wablreel+3， 


交 >T ze[a 可 全 | 姑 
上 M+1 三 从 
二 < max{ 光圈 人 ) 人 外 } 


隐 产 me[a 可 


妆 了 在 
“区 收 煞 了 思 而 极限 
又 由 fm) 一 站 an 的 收 各 半径 为 下 = + 知 加 攻 世 志 商 下 玫 wa 
5 > 0， 8 好 we[-A,A， 他 二 可 区 国 
ve> 0， 
可 
人 ea 上 一 fn(al< 人 Us Al 四 一 Fo)l< 


(ao) 一 7 < 


盖 | 了 (m 


an-1 的 收 仇 区 亲 与 和 半 数 ， (华中 师范 大 学 ) 


EDEEOEE 入 

1 _ 

3s(n-1) = 2 至 2 人 忆 ne- [es 
mh 二 1 


解答 . _。 
mn2 下 can-1 一 2 于 2 隐 计 
; 
全 
2 ( 邮 o】 1 呈 <1e 四 < 
一 工 本 
2 斑 z 
二 冯 于 cz2 法 | 二 2 
= 2 到 z2 也 加 | -os =2 ma ( 二) -= 起 3 
mi=0 


ii 
2 二 9。 (本 南昌 大 汐 


(CD -=- .人 
名 ErDCm+ID3 所 


证 明 。 由 
四 
= 人 < 工 
Garctanz)' = 开 直 矶 已 )"zz” (zl < 了 
知 2mt1 
aretanm = 了 人 一 1) 到 村 (lz| 么 工 
(n+ 2 ie < 了 1 
arcens- 夺 ( 1) 二 三 JJ) 计 元 (|z| 科 
于 是 站 克 ( 
3 CD [页 2m = 
3 zarctanm dz 一 这 V35 一 一 一 一 二 上 让 dz 一 包 GT(C2n+D3” 
另 一 方面 ， 
1 要 
VS| ”zarctanrdr 一 3 人 六 seeneato- 交 azarctanzl 沪 一 | 2 dr 
o 2 oo 1 工 +z2 
_ 他 时 ) = ee 二 4 远 _ 2VSr 一 9 
和 | 有 二 而 1 十 z2 2\W36 vs 6 18 
证 明 。 由 
1 四 
(In 一 z)) = =- 2 mm (zl< 
本 m=0 
知 
op。 pm 二 1 
全 -二 = 丈 生 星 
n 代 一 ) 2 (-1<z<DT， 
0 
_ (DJn+lan+il 
ln(1+z) 二 二 (-1L<es 和 巧 ， 
工 十 了 马 (-1)ntL 一 工 加 
二 二 一 =ln(1+am) 一 In(1 一 z) = 一 肖 二 _ 一 2 zk+1 
工 一 Am+1 包 球 Ti 
名 2 二 工 
-2? 守 元 (-1<z<1l) 
于 是 对 Y0O<e < 二 
1 一 E 1-E o 了 2K 二 1 o0 本 
| mdzz .2->| 祥 2 do=-27 2 『 0 
0 一 了 史 0 KEo 2 十 工 Lo 2K 十 1 .0 BRETTE- 
令 < 一 0+ 得 (比如 利用 练习 5.3.8) 
忌 1 


[= 4, 4] 上 了 上 连续， 而 一 至 害 绕 ; 


ee 
练习 5.3.13 | 试 证 ， 


七 羡 位- 
人 seeetm at- 遇 CDreee (lol < 切 (由 川 大 沪 ) 


+ 


证 明 。 由 


证 oD mL 二 
下 4 一 区 
arctam 志 | 过 二 人 人 半 -1jnsa2n da = 全 本 (<IT) 
知 
| 一 1)mt2n+1 三 汪 二 条 
Ac 2m+1 【szeet，te[-tN{o)， 
于 是 
_1Tynt2m 
2 王 上 tt 


m arctan 芝 ， 了 台 了 -本 
eeentingdt= 上 让 1 2dt= | 人 
和 天 的 十 喇 : 站 ER 
取 
人 到 『 2 _CD" fa 
3 了 是 = 上 i 一 三 2 
,202+1IJo 旺 n+azjo ( ) 
1)mz 2m 十 1 


四 
人 人 工 we 这 
,0 (2m 二 1)2 必 周二 归 (2 十 1)2 “ 


这 里 , 我 们 利用 了 逐 项 积分 (理由 : 
(-DDnt2m 


四 

仁 TD)nt2n+1 (DJ)m op 
In 一 Inz， Ne ,lntt 

已 2m 十 工 之 和 二 印 27m 十 工 


两 项 都 可 由 Abel 判别 法 知 其 在 [一 1, I] 上 一 致 收敛 ) 和 分 部 积分 


诺 j AP25da,B-| isnc- 上 下 本 ae wx 人 
和 


村 1 
证明. 和 | < Inmal ay 直上 有 「 2 dz 收 伍 于 是 


4 jn 
c-| 四 “让 inzedlntL 二 om 一 Inz， 0 In 人 L 十 四 an 
5 


工 十 严 
加 1 In(L 十 z) 4 _ 2 加 RH 
四 和 一 导 岂 晤 汪 2 Er 
到 二 和 人 工 2 
= 站 er 和 了 十 工 一 包 m+- 
其 中 最 后 一 步 利 用 了 书 第 593 页 例 5.4.11 的 结果 
mr2 刀 1 总 工 本 1 ,种 1 马 工 
本 三 包 于 记 Ci5 包 全 -1 二 + 色 (1 
己 和 262 改 汪 守 2 
包 (2m 二 1)2 8 之 (2m)2 。 24 
四 四 
(-Dm 1 主 
包 (+1D2 包 (2m 一 1)2 忆 (2m) 12 
另外 ， 
ln z ln(1 一 芭 
-上 ao- 一 站 (1 zz 一 四 
国史 四 
图 志 开 
过 一 -dt= 一 》 一 一 = 一 一 
中 印 饮 十 工 忆 (十 1)2 6 


到 于 工 如 +C 开 
是 二 了 = 一 
A sa“ 过 二 内 本 


设 宏 级 数 只 anzr 的 收敛 半径 大 于 0 证明: (D) 有 im 卫 anan = 0; (2) 如 果 al 关 0， 并 且 在 原点 的 一 个 邻 城 时 ， 


们 一 工 


> |aallz| - 2z2 逐 点 成 立 , 那么 |az| 系 2 (大 门 大 学 ) 


(D 由 让 aaa 的 收敛 半径 大 于 0 知 秀 数 7() 


证 明 ， - 包 m 在 收 伍 区 间 内 连续 ,特别 地 , 在 = = 0 处 连续 ， 而 
Ji 之 am 一 Ji (az) = 了 (0) 一 0 


全 未 妨 设 aa >0 (车 aa<o0 则 用 -an 代替 an). 由 愿意 ， 


> allz| - 2m2. 


36>0, st0< 四 < 
史 一 工 


加 一 2 
3 让 十 吉 十 S 
于 是 2o2 呈 吕 am 
号 nz| 关 0 一 [= 
0<z< min{2, 全 } = ne 
=1 四 -zai 一 27, 
ni< -az+2z 或 了 | 
罗 冯 an 4 
公 一 王 


由 Im 区 amnzn-t = al 知 
匀 人 人 


st0O<m< 引 一 


a: 
ao<s<min{f5 至 } 名 
mn 一 2 志 一 2. 
总 nm-1 > al 一 27 一 后 0 四 2 一 
0<z< 一 2 4 3 mm 二 2 
一 
令 z 一 0+ 得 aa> -2. 另 一 方 而 ， 
一 min 人 <z<0 
S 2az 一 | 吕 onar-|> er+2 (同时 除 以 一 屯 ) 
志 一 Q1 一 
可 二 mm 一 工 2 
有 an-l1< -al 一 2m 或 > anz > al 十 2m， 
世 =1 


由 lim 后 anzn-1 = al 知 
= 一 0- 


加 
1 交 anan-l1>0> 一 al 一 27. 


们 三 工 


a 
ao< <min 人 5 全 }， st 0< 了 < 人 01 


妆 1 nm an-2 < 2. 
攻 二 琴 疝 0 么 


0<z< 人 一 六 an 
们 一 2 爷 一 2 


n 二 工 


令 z 一 0- 得 aa<2. 


5.4 FEourier 级 数 
六 班 二 加 Cos coskn +simnka) 在 三 可 上 -至 必 仇 试 证 记 必 是 [下 上 其 和 函数 的 Fourier 级 数 ，( 西 北 
大 一 工 


范 大 学 ) 
证 明 。 由 记 + (ak cos kz + bpk sin ka) 在 [一 站 ] 上 一 致 收 剑 知 其 和 函数 7(m) 在 [-r,r] 上 连续 . 设 (am) 的 Fourier 系数 


四 
为 本 (=0,1)2…) 5 (=12…)， 则 由 三 角 函 数 的 正 交 性 及 全 十 六 1 ak cos km + Bk sin kz) 在 [一 ,天 ] 上 一 致 收敛 知 
RE1 


am -工厂 re)eosnmd 
三 JJ 一 


mn 一 
1 |ao fr 时 
二 呈 | 曾 md 十 二 QR -akmcosnnde+t| sin kz cosmam dm 
-r 眙 一 立 
淖 
二 ze | cos: > 提 dz = on 
辜 ee 十 
酌 =6 有 
m 一 bn 
亚 
元 


因此 ，7(z) ~ 全 + 忆 (r cosRz 十 bk sin 已). 


0， -和 ， 
设 7le)=1 1 (D) 求 fle) 的 Fourier 级 数 ; (2) 这 级 数 收敛 吗 ? 收敛 于 了 (z) 吗 ? 为 什么 ? (3) 这 


级 数 在 区 问 (-, r) 里 一 致 收敛 吗 ? 为 什么 ? 《厦门 大 学 ) 


解答 .由 下 
ma = 工人 rawac= 上 上 1da = 1， 


世 耳 于 d 汪 工 
总 本 芝 入 ji 交 
去 上 (zz) cosmz dz 二 cosmam dz 一 2 sinmz|z = 0， 


1 一 an 二 
到 辽 区 下 
on= 二 | ylojsinnzdz= 工 | sin nz dz 
1 汪 -7 Ja 
和 1 一 (-1)” 0 一 
三- 全 二 2 
全 人 TREET， 人 一 多 一 1 


区 要 


1 ,2 台 sin(2k 一 1 
知 J(z) ~ 也 十 二 下 六 (2) 由 了 按 段 光滑 知 
1 2 gsin(2k -Da 7(z)， o< lzl<r 
和 | 本 三 和 和 天 
2r 周期 延 折 ， 其 他 
| 1 ,2 名 sin(2k 一 1 
加 由 人 于 十 二 2 二 王 的 和 靖 数 在 = = 0 处 不 连续 而 在 (mi 内 不 一 至 收 伙 


练习 5.4.3|」 已 知 了 是 以 2r 为 周期 的 可 积 函 数 ， 它 的 Fourier 系数 为 an bn (m > 0)， 求 半数 


十 疙 
记 四 = 下 六 Tae rzg 


前 Fourier 系数 4n, 号 (m > 0)，( 西 北 师 范 大 学 , 合肥 工业 大 学 ) 
解答 ， 由 存 是 2r 周期 函数 容易 知道 刻 也 是 2r 周期 函数 . 据 书 第 589 页 第 4 小 点 知 
户 


十 oo 
了 (6)dE = 去 加 对 二 也 Cn cosnE 十 bn sinmt) de 


oo- 
QQ 


四 
0 工 十 下 1 fm+hm 
一 了 十 am dE +bn 一 in m， dd| 
2 之 | 遍 站 cosntdt+bm 直 |，smnkde 
ao 台 1a 忆 
三 am [si br 四 
水 5 { 芝 [sinn(e 十 癌 一 sintnm 一同 ] - 了 2 [cosn(e+ 间 一 cos(n(m )} 
四 
Qo Q. 已 
7 包 [ 莹 '`“2cosmz'sinmh 一 到 于 (2sinmz ， sinnh] 
al 电 大 4 
江 号 中 包 cosmzr 十 色 sinnm) ， 
故 
i in 7 六 
ER an Sat 忆 。= bn sin 7 人 > 1 
寻 凡 人 上 


练习 5.4.4| 试 将 flz) = -r 一 在 (0) 内 展开 成 正弦 级 数 , 并 判断 此 级 数 在 (一 r, 0) 是 否 一 致 收敛 (河北 师范 大 学 ) 
解答 ， 将 了 奇 拖延 到 (0,r) 上 , 有 


0<a<r= fa--f(-a=-[r-(-oj= 关 -am 


0 
2 
刚好 就 是 书 第 590 页 例 5.4.7. 于 是 7(z) ~ ?2 元 sinmm， 且 
隐 三 1 
开 一 2 0< 了 << 不 
人 县 | 一 一 m -<z<0 
加 sinmm 一 0， 2 (29) 
2r 周 奇 延 拓 ， 其 他 


6) 
该 级 数 在 (_r, 0) 不 一 致 收 伍 .可 用 取证 法 证 明 ， 若 该 级 数 在 〔-m, 0) 一 致 收 伍 , 则 由 该 级 数 在 -0 处 收 伍 知 该 级 数 在 [_x,0] 上 一 
致 收 敏 , 而 和 函数 连续 . 这 与 (29) 矛盾 训 有 结论 
亚 
练习 5.4.5| 试 将 周期 函数 7(z) = csin(sin z) 展 成 Fourier 级 数 ， (哈尔滨 工业 大 学 ) 
解 敬 ， 是 连续 奇 函 数 ， 以 2r 为 周期 , 由 


开 2 
人 


开 素 : 2 二 人 int 
开 <z<m 一 0< 和 -zc 了 一 sinm=sin(r 2) 三 二 全 不 一 了 一 arcsin 
2 
和 Ja- 人 全 了 
Ta 可 和 囊 系 不 
秋 人 
已 本 -ysnnasz-|| =sinnzdz+| ee-asmnaaz| 
” 玫 |.o 到 
45sin 2 0， 寻 二 28 
一 -一 一 一 一 一 了 
二 一 姑 拓 一 ，m = 2 一 1 
大 一 工 
4 品 (一 ”sin(2k 一 1)z 
f(m) = 元 (28 一 1 


已 知 fm) = 开外 十 se ，(D) 在 [mim] 上 将 7(a) 展开 成 Fourier 级 数 ; 


力 


(一 
(2) 求 级 数 郊 了 之 和 (天 淮 大 


学 ) 
解答 . 
答 。 (1) 7 是 偶 丽 数 ， 而 只 要 算 an (mn > 0). 由 -cosmz (mn > 了 
机 了 一 了 工 二 75 可 
mu- 池 Jeaz=D on -2 人 J(z) cosm 工 十 m2 
知 
加 一 1) 
7 四 = + 室 全 cosn 
(2) 令 == 工 得 
到 g (1 1 员 _(D2 cosk 14 县 
二 1 _Tm nr _ 工 coskr 一 本 工 十 (2R)2 7 
1 5+ 包 TG5 3 . 
认 
(DOw _T_ 工 -并 
ER 一 本 5 一 人 2 


好 一 工 
练习 5.4.7| 设 f(z) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ， 且 7(m) = =，- 站 < < 下 求 flz) 与 |f(z) 的 Fourier 级 数 ， 它 们 的 Fourier 
级 数 是 杏 一 致 收效 (给 出 证 明 )? (北京 大 学 ) 

解答 .了 是 奇 函数 ,而 由 


大 2(_TJn-1 
芒 2 [ is 
Tr Jo 星 


知 
隐 人 2 一 丰 二 五 二 辜 
Jo ~2》 CD sinnz=-1 0， 荆 一 十 
ns 2r 周期 延 拓 ， 其 它 


该 Fourier 级 数 在 (一 r,r) 上 不 一 致 收 全 .可 用 反 证 法 证 明 . 若 该 Fourier 级 数 在 (一 T,T) 上 一 致 收敛, 则 由 该 Fourier 级 数 在 士 r 上 收 


伍 知 其 在 [一 r, r] 上 一 致 收敛 , 而 和 函数 连续 ,这 与 上 式 矛 后 ， 帮 有 结论 . 
| 是 偶 函 数 ,而 由 


2 fr 
ae- 二 [=dc=m 
不 J0 


人 到 -了 二 3】 寻 一 2K 
=“>1=on- 二 | mcosmnmdr 一 一 2 | 玫 思拓 滨 矶 二 也 
知 
工 _ 工 台 滥 _ | ie ze [一 mr] 
Mo 到 -元 包 柄 二 (07 | 2r 周期 延 拓 ， 其 它 5 
由 书 第 610 页 例 5.4.27 知 上 述 Fourier 级 数 在 (一 r) 上 一 臻 收敛. 
练习 5.4.8| 在 [o,r] 上 展开 f(z) = z + cosmz 为 余弦 级 数 .〈 华 中 理工 大 学 ) 
解答 ， 由 练习 5.4-7 知 
五 和 巴 
二 罗 ER "os(C2k 一 Di、 


大 = 工 


于 是 
f(z) = 人 十 二 亏 交 》 2 
一 cas 了 本 直 cosz 一 2R 1 cos(2Kk 一 1)z. 


[ 陈 习 5.4.9] 5.4.9 | 试 利用 练习 5.4.2 的 结果 , 求 出 g(z) = sgnz h(z) = |z| 在 (一 
般 桔 这 如 练习 5.4.2， 则 人 全 夺 用 如 me 撒 开 二 


oz) = | ?一 刘 ， ze (mmNtfol 


日 zz=0 


了 sin( (2 一 1)z， 


4 四 
“地 记 元 : 
由 书 第 589 页 第 4 小 点 知 


络 4 台 1 
成 河 三 5 的 业 ~ -和 本 cosak- De- 习 = 工人 
下 


四 
习 奈 二 和 Ts cos(2R 一 1)z， 


[项 可 5.4.10] 设 fla)== =e[o 
[其 一 一 一 一 ,了 试 将 7(z) 展 成 》 ban_a sin(2n - 1)a 型 的 三 角 级 数 。 
解答 .由 练习 5.4.5 知 mm 


flz) ~ 和 之 让 5 sin(2k 一 1)z， 


练习 5.4.11| 设 7(z) 以 2r 为 周期 ， [一 mr] 上 可 积 ，an,bn 是 它 的 Fourier 系数 试 证 : 
(GD f(-z) = f(e)，f(r 一 a) = -fn) 一 | 多 
aa2n =0，( 人 一 0,12…); 
bn = 0， (mn = 2 
az2n-1 一 0， 人 (一 1 2 


do) 7Cal = Ta fr -am = fle) = | 


(9) 7f(-a) = -fl fr 一 o) = -fo) ~ | 


人 yCa) = -fl ytr-a) = ye) = | 


_ _、 0 an 一 0， 人 一 1 2 ). 
证 明 。 只 证 明 (1), 其 余 类 似 , 都 是 用 关 一 = = 上 作 变量 幸 换 , 由 7(-=) = lz) 知 bn = 0, 由 7(-z) = fm)， fr 一 m) = 一 了 lz) 多 


2 谢 
庆 志 国 la] cos2nzdm 
五 J0 


0 
二 总 :| 了 (r 一 划 cosl2n(r 一 训 (一 则 
一 2 人 一 f(t) cos2mtdt = 一 aan 一 aan 一 0. 


注 记 ，f(-z) = J(z) 表明 了 是 偶 函 数 ; 7( 一 =) = 一 (am) 表明 了 是 有 函数 ; f(r 一 下) = 了 (z) 示 明 图 形 关 于 直线 = = 也 去 轴 对 各 
Htr 一 相 ] = -fa) 表明 图 形 关于 点 【三 ,0) 中 心 对 称 ， 我 们 可 以 用 “ 偶 必 只 奇 ， 偶 轴 只 但， 知心 只 介 , 奇 负 只 奇 ” 口 雇 米 记忆， 


练习 5.4.12 | 求 下 列表 数 在 指定 区 间 上 的 Fourier 级 数 : 


_ | nm，zs[on] 汪 和 
(GD fm) -{ 2 EE 而 , 于 [一 r,] 上 ; (中 山大 学 ) 
解答 .由 玫 本 
克 
ac= 上 | yodz= 瑟 ， 
> -or -工矿 raeosnzan- 工 富 
-工矿 yc)snnzdz- ee 
” 总 隐 2 一 2)(-Dm 
Fla) ~ 于 [二 D” cosnn + 2+ 开 二 2C97” sinna| ， 
加 
(2) fflz) = z 上 + zz? 于 [一 m 如 上 (并 求 忆 志 -二 ! (长 沙 铁道 学 院 ) 
解答 ， 分 别 求 出 m, z2 的 Fourier 级 数 . 自 - 
_Tyn=-IL 
| 二 
三.0 亿 
知 _ 
z~272) CD sinnz 
灵 二 1 
@ 芝 人 
o= 元 上 ， 
an -2 个 cosnzdo- 的 刘 
知 
2 oO0 (-1)r 
思 ~ 瑟 +42 7 Cos 7 
于 是 7 ， 
忆 呈 病 |- Z 十 z2， 一 下 < 了 < 不 
二 示 曾 二 5 cos 了 zz 十 sin mn | 2， SEE 
令 m= 关 得 本 尖 电 
2 
好 =- 写 +2 寅 而 ”名 天- 6 


(人 7 = (= ) ,了 oar] 上 (水 吕 三 7; (大 的 
名 


2 
2 


解答 。 由 本 
Eee 
et 2 工 
ae ( 王 =) cosmzdz 一 克 21 
| 2 
下 z32) sinneae 9 
-去 外 年 
外 2 
一 z\? _- 瑟 上 工 aoammi， 0 么 台 么 7 
人 
令 m=0 得 ， 
2 
受 - 写 + 久 机 ”总 南 
_ 1 =，m=e fo, 下 ,于 [- 工 , 工 ] (并 求 和 丙 娄 ] (洒洒 大 学 ) 
aya-{ 人 7 2 oj， [到 引 | 
解答 ， 由 工 2 [至 。 _ 2(e 亚 一 工 ， 
-2 他 yan- 人 办 
-各 机 
2 [至 。 3 2[CL1+ (De2]， 
n>1=an=-2 上 | ez cos 2mc dz 一 个 472)r 
和 di an[1+( 人 Drez] 
en= 二 | em sin 27mum dz 一 GT4753)5 
o 
包 杖 = 办 _1+(-TDnre 下 下 二 
(rz) ~ 一 - + 了 2 2msin2mz) 
1 上 过 全 必 于 
0)， -号 <<0 
二 垃 ， zz=0 
抒 ， 一 二 
天 周期 延 折 ， 其 它 
(4) flz) = m me (0,2)， 按 余弦 展开 ; (国防 大 学 ) 
解答 .将 了 偶 延 拓 到 (一 2, 0) 上 , 则 由 
2 
@ 下 了 (z) dz = mdzc 一 2， 
32 o 
间 mmm du 一 4[-1+(-Dn"1 
的 和 
知 
汪 (28 - TD)rm 
2~IL- 大 之 (1 cos 3 了 
(6) flz) = 1 ms (9 可， 按 正弦 展开 (并 求 和 函数 )，( 南 京 大 学 ) 
解答 ， 将 奇 延 拓 到 (-r 0) 上 , 则 由 
-= 太 snnadz=- 下 二 
T Jo0 用 和 
知 


4 双 
二 本 
元 忆 CT 1， 一 T < 了 2 


工 0<z<< 克 
sin(2k 一 1)m 本 
2 0， = 0,+ 


解答 ， 了 (a] = -了 tan 是 函数 ， 而 其 Fourier 系数 an = 0， 


和 1 『 呈 2 [入 了 
= 二 | -=tan 一 sinmnzdz = 一 一 .| tan 二 sinmzdaz = 一 一 二 i 二 一 
机 2 人 避 本 去 几 2 zz dz 3 antsin 2mtdt 人 世 ， 


2 [到 世 
5 上 tant[sin(2n + 2)t 一 sin 2ntj dt = -了 上 tant-2cos(2m 十 IT)tsintdt 
下 .0 


__4 [到 1 一 工 一 cos? 上 t 4 「 亚 cos(2m 十 1)t 
元 上 一 088 cos(2m+1)tdt= 全 上 人 


dt 


人 costcos(2m 二 Ttdt 一 加 同 coa2(n 十 1)t 十 cos2nmtdt 一 中 
。 


__4 [一 Dasin(zn+l)s 4 克 
二 
0 Sin 3 3 
到 
= -< "三 这 co 总 
下 开 2 
=- tant'sin2tdt = -人 | tant Ta 
关 吕 元 几 工 Ttan5t 


4 「 吾 tan2t 4 [到 
=- 二 | 一 -dt= 一 二 in2 于 
元 上 ET < 人 sin2tdt = 一 1 
知 妇 = 大 +3= 一 1 03 一 bp 一 2 一 一 1 
四 
jz) ~ 》(-D"sinnz， 
嫉 一 工 


据 书 第 589 页 第 4 小 点 知 


cosmz- 


J 四 = 三 ra 袜 CD 一 


人 三 1 


庆 
练习 5.4.14 | 证 明 级 数 去 届 末 Smm ”不 可 能 是 某 个 可 积 衣 数 (an) 的 Fourier 级 数 . 


,全 intm+T 
呈 
证 明 . 用 反 证 法 若 级 数 》， 证 也 是 某 个 可 积 冰 数 J(a) 的 Fourier 级 数 ， 则 由 书 第 589 页 第 4 小 点 (Fourier 级 教 逐 项 积分 定 

a 二 工 

理 ) 知 
o0D 汪 
人 rod 卫 ER-eonod 
但 由 积分 判别 法 知 
一 了 8 
之 Pinm+ry 2 ”27 | 帮 dm 


这 与 了 可 积 了 矛盾， 故 有 结论 . 


练习 5.4.15 | 写 出 7(z) = 


| lml<a 的 Bourier 级 数 ， 并 根据 Parseval 等 式 求 和 (1) 3 si (2) 全 


0，a<|oz 中 和 天 SN 
名 三 
工 三: 
已 知 一 = 一 
(名 6 
解答 ， 由 四 
2 2a 
oo- 二 | 1dzr = 一 ， 
To 碾 
2 三 2sinmae | 
有 过 工 一 am 一 一 cos mm dz - 一 一 一 
T Jo 了 maT 
知 


2 总 sinma 


Fa) ~ 三 二 二 电 一 站 cosnam。 


开 


史 =1 
据 Parseval 等 式 ， 
是 2a 2a2 4 sin2 ma 
a 3) 
aid- 邓 + ytaa+ 取 = 
z) dz 刀 加 ED 本 
= 廊 (m) 2 + 丰 T2 ,全 ， 
于 是 
的 量 有 3 人 (rr 一 oo) 四 coszna 总 1-sinznae  T2 am 一 a) 
好 2 ， 2 5 6 2 
站 722 2 如 三 工 人 一 工 
本 


[全 554316] 设 fle) 是 以 2 为 周期 的 函数 , 在 [一 ,可 上 可 积 , 则 已 知 它 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 Sn(z) 可 表示 为 Dirichlet 积分 
一 二 台 ， 


王 sin 人 = 十 直上 


dt 
na = 工厂 = 2sin 寺 


其 中 
一 十 cost 十 cos2t 十 '… 十 cosTt 三 Dn 人 (t 


类 
2 


莫 Ha 矶 | 


称 为 Dirichlet 核 ，Sn(z) 的 平均 什 | 
工 
an(z) 二 元 包 Se() 


1 /sin 号 和 
称 为 Cesaro 和 , 试 证 : (1) Dofz) + … 十 nr-i(z) 一 也 ET 


人 1 AN 
-() 2 


(人 了 5 元 上 人 
a 
曹 过 dz 一 0 人 mn 一 oo)i 


V6 -- 
(3) > 0， 去 全 sin 过 四 三 fla) 于 [mm] 汪 


(4) 若 了 是 以 为 周 庆 的 连续 南 数 , 则 一 om 时 ， am 
证 量 ， (的 ) 1 二 
cm j 5 宇 十 了)z] 
所 大 ( 邢 二 main 志 咏 [cos 库 cos(G 二 JJ 
写 ' lsin (t+ 友 呈 0 多 -in 
忆 Pi 忆 2sin 呈 加 22 sin2 有 
0 0 人 
1_oosnz 2sin2 等 _ 1 (sn 笃 | . 
有 snz 有 ”2225in5 呈 2\ sin 生 
(2) 
1 rr /sn 畦 下 1 
将 和 i(z) dz = -一 下 Di(z)dr 
2mr ( Sin 二 ) 和 闻 号 Di(z) dz 云 忌 氏 
n 一 1 fm 1 crr 工 
冯 | 工 +cosz 二 .+cosnmdz = -一 | 二 后 入 
mrT 0 Jr 2 mr 0 二 
(3) 
r /sin zz 本 攻 
2 | 有 二 | 世 人 2 全 ao 
和 mm J5 sin2 号 msin2 号 
(4) 
工人 所 的 天 = Ja ( 民 十 盐 ) 蔚 
大 去 
on(z) 二 (z) 一 | Jr 2 dt 
人 ， mtN\2 
至 榨 sin 蕊 - 
寺 研 二 站 Dkdt= 一 一 2 
四 己 厂 ye+bpetbd= 二 Fe 人 ( 这 ) 二 
昌 sin 王 ?2 
天 | 一 一 一 2 
len 人 一 fal=| 有 Bee-TGl 人 ) dl 
工 匹 2 
< 让 上 + 人 Ge-TGal | 
2mr JItl<5 。 J5<ltl<r 二 
sup | 了 (z 十 避 一 下 
人 |7(z 十 入 一 zz)| AR 2 max |f(z)| 本 
< sr [ sin 卫 可 4 |z| 和 2 [ sin 父 
2mr 由 <5 \ sin 专 2mTr tl<r Sin 二 -dt 
喇 和 全 上 (| Sin 融 当 
< Il + 肖 一 F(z < | 
， 人 2nT 6 太 | 二 < sin 喜 生 = 五 十 瑟 . 


菠 
有 上 连续 ,而 一 致 连续 , 对 任意 固定 的 < > 0 存在 6 > 0, 使 得 =,y es [一 2r,2r]，lz 一 


吉 <5 一 |fle) - 7(y)| < s/2. 于 是 五 < es/2， 又 由 (3)， 


3 JN，st. 人 > 六 一 IT2 < 总 max |cn(z) 一 了 (z)| < 五 +2 <e， 
2 lz|<r 


这 就 证 明了 cn(z) 忆 fj(z) 于 [一 mr 天] 上 . 


lz) 是 以 2 为 周期 的 连续 函数 ，Sn(z) 是 了 (z) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 ， 


cos(z 一 也 ) 二 人 交合 上 ， 
试 证 : (1) 存在 与 , 刀 无 关 的 数 天 ,使 得 |gn(z)| < 下 (ze [一 TT]) (2) 当 


m (2) 三 
| 
mm) 福 抽 _ oos 茹 Fwadu. 


1+sin2(m 十 2) 


当 叶 一 oo 时 ， 


证 明 ， (了 匡 
len(z)i 


(2) 


cos(z 一 芭 


和 四 一 怕 Vart+sinz(ze 一 


扒 


| 广 lsn(al | < 作 12 du- 三 820a au (schwarz 不 等 区 


mw 了 
2 外 | 记 忆 (ak cos km 十 bR anal 牛 十 亲 (aj cosjz 十 后 -oa dz 


= 了-1 


人 


| 
2 上 | 了 与 (az cosa kz 十 Qsin2 km) dm 一 2m2 名 十 ( 吸 十 呈 | 
K=1 因 一 二 


az2 o0 
< 2m7 全 + ( 吸 + 咒 | < 2r3 . 工 『 Jata) dam。 (Parseval 等 式 ) 
大 一 工 T J--m 


2 fr 
二 二 三 72(z) dz = 玖 2 


2 2 


了 (u) dt 


区 [ cos 一 旬 [sn(u) 一 了 GDldvu 


1+sin2(m 一 芭 ) 


< 三 ex du] < 太 Pa 人 issam-roPa 


-| 厂 Sa(uldu 一 


> ju)Snlu] au + 三 fa2(u) dy] 


= 2 f 臣 十 之 十 虽 | 一 2 轰 十 区 (oa 二 品 |+ + 人 72(u) d 
-2 仁太 了 2(u) du 一 已 DO 十 oa 四 | 一 0 (mn 一 oo). 


这 里 我 们 利用 如 下 计算 结果 ; 
三 rs 


CQO 
= 盏 .mao 十 
2 D 


大 = 工 


ma- 人 7 人 + 之 Casaas 采 二 本 oka| am 


字 (ak .ak 十 bg .Tbk)， 


有 三 工 


练习 5.4.18 | 设 (ze) 为 ma 阶 三 加 多 形式 如 下 : 


斌 证 : (0 RaRr TY(e)| < 
证 明 .。 (1) (30) 商人 人 
co = 一 

于 是 
Thu(m) = 


1 


元 
两 边关 于 m 求 导 有 
Ttz) 一 


Im(m)| 和 


雯 里 我 们 利用 如 下 积分 计算 


该 
Tu(z) 三 侍 十 之 (ak cos km + Bk sin kz)， 


2 了 Ra ITn(a) (2) 若 an-1 二 十 则 TPR ITn(m)| > 
乘 以 : 1 1 sinte (1 和 1< 和 mn) 后 对 严 从 一 克 到 T 积分 ， 利用 二 角 圾 数 的 正 交 性 得 


1 fr 
二 | Th(z)dz， ct 一 人 Two) coslzdr， 有 = 工 | Tn(z) sintr dr- 
一 严 


了 
二 泪 (ak cos km 十 Bk sin em) 


Cr0 

2 

记 邑 藉 : T 
工 | 站 dt+ 也 人 | 友人 cosktdt:coskmz 十 元 | Tsinktdt sin kz 
2 J 一 2 下 .一 严 


[ 7( 办 上 崇 六 cos 有 作 一 中 dt. 
大 一 工 


工 冯 sink( 人 一) .CDdt= 土 人 Tsinkt 一 aatb 
加 请 四 已 Fa 5 之 is : 
全 和 
工 i Se 由 
二 省 罗 |lsnidt 相 业 = 于 和 4 


及: 


二 1 
2n( 人 一 轧 maxlmG< 到 明王 区 | 
克 计 和 亚 IE 


一 全 


「 1sinRt 一 z| 生 一 | 区 网 作 一 = 8) 


呈 一 严 
-| + +| | sin kesl ds 
RE 
有 


这 下 + sinkslas+ | 
人 人 


sinrlar -2 
ji d -| Sin T +- 工 .2 sinTldr = 祭 
= 人 本 sa 一 | 开 吓 避 Tldr 


“1sin kul au (es 一 2 =a) 


(0) 


(2) 


克 二 名 各- 呈 『 Tu(e) cos(n - 1)z dm (三 用 函数 的 正 交 性 ) 


(nm 一 1)m 

< Re | lcosm-Dzlaz= ms wd 1eosil 
工 总 二 Wi 村 

-mmol -20n 5 1cosil at (周期 函数 的 积分 性 质 ) 


=4 max |Tn(z)|. 


一 和 Sm 
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6 多 元 函数 微分 学 


16.1 欧 氏 空间 多 元 函数 的 极限 与 连续 
设 4 有， 什 = 1 9 表示 ! 与 华 标 和 天 er (; = 1 2，… ma) 的 兴 伯 ， 试 证 : 
L = (cos glicos ga ,cosgi)， 


ln) 则 司 =1ei= 川 .leil,cosgt = cosei. 


证 明 ， 设 工 = (5…， 
ee 一 
练习 6.1.2| zy esRm, 8 示 =, 的 类 如, 试 证 : 


一 辐 祭 蕊 公 式 lz 一 y2 = lzl2? + ly 一 2lmllyl cos6i 
(2) 勾 股 纺 定 理 : = 与 y 正 交 时 , lz +3l2 = le|2 + ly|?、 


证 明 ， (1) 
“ 人 二 全 ).(z- 切 =mmz-2c.y+3 yy=|al2 一 2lmllyleosg +luyl2. 
(2) 当 z,V 正 交 时 ,6 = 号 ,而 cose = 0， 
lz+aP= (+a (cz+ 吉 一 mm+2m.3+3 .3 = lal2+lul2. 
Ga Ga < Rm 是 任意 二 开 集 , Ga mn Ga -= ec 试 证 ， Ga n Ga = 5- 
证 明 ， 
GanGaz=gageGacGt=Gac< 苹 =GY (Gil 是 开 集 eGS 是 闭 集 ) 


全 GaznGl=o. 
设 吾 < Rm 为 任意 集合 , 至 ' 表示 马 的 全 体 聚 点 组 成 的 集合 , 称 为 也 的 导 集 , 试 证 : 忌 为 闭 集 , 
证 明 设 re 已 则 ve>0 如 ec)mB 关 g, 设 ye 攻 (zsjn 隐 . 令 5=min{le 一 zhe-lm 一 引 > 90, 则 Utah c 匠 (ce 
据 ye 囊 知 U(ly,6) 五 头马 一 U(ce)m 吾 关 马 . 这 表明 ze 也 


设 4, 已 c 亚 为 开 集 , Am 已 = 避 . 试 证 : a(4 了) = 64UwaB. 
4ub 瑟 . 设 zeheuwBo, 则 不 妨 设 zeAo, 而 3e>0,st,Ulns)cAcSAD 瑟 而 


练习 6.1.5 

证 明 。 先 证 : (4 w B)。 = 4o wu Bo = 
反之 , 设 ze(4uw 瑟 )", 则 me4u 玉 . 若 ze4, 则 ms4oi 若 me 吾 , 则 me 互 " 
uw 瑟 ]] w [ 巨 \(42? uv 瑟 ?]] 
u ( 互 maB) 


司 


ze(4u 忆 )o. 
再 证 题目 : 
al4wvB)=AuENVA4AuwB)p=( 和 uv 再 \(4"Uw 巨 ?)= [4\(4? 

= [(4\4e)m(ENBo?]]u [( 巨 \4o) mn ( 互 \B9]] = (84m 且 ) 
(练习 6.1.3 一 下 nm 已 = 马 一 下 cc = 也 co< 一 mm 了 3 一 


= 34 u 6B. 
设 4, 巨 < Rm, 为 有 界 闭 集 , 4m 瑟 = 2 试 证 : 3 开 集 WA V, 使 得 4c< 到 , 理 c<V 且 WnY=G 
inf {lz 一 i ms 4， yeE 吾 ) > 0 则 


r= 人 sm ee < 引 ， v- 亿 sr; ee, 蕊 < 中 


证 明 ， 令 @ = p(4, 互 ) = 


练习 6.1.7| 设 SeR2, 如 (ooyyo) 为 5 的 内 点 ， 己 (zl,2) 为 3 的 外 点 ,证 : 直线 段 PbPl 必 与 38 的 边界 8S 至 少 有 一 个 交点 . 
| 


(华东 师范 大 学 ) 
证 明 ， 设 工 = {e[oii 已 昌 =(1 一 必 Po +tPieS}， 二 Po(zo,yo) 为 3 的 内 点 ，Pi(zi,y1) 为 S 的 外 点 知 30 < 5 < 
令 嫉 =supT, 则 5 和 泵 和 1-6. 往 证 入 全 人 Ee 05， 事实 上 ， 直上 上 精 关 宗 义 ， YYmEZ+， 


苞 , 四 可 蕊 允 性 一 而 末 大 了 
3 如 ET st 太一 元 < 加 去 示 . 于 是 已 (tn) < S. 另 一 方面 ， 本 二 #T 而 Pt*+ 坪 )# 5， 示 不 然 , 志 二 二 < 了 与 给 = sup 开 


矛盾 . 
这 样 , 我 们 就 证 得 了 (已 ( 幸 )， 坊 nmS 关 GUI(P( 幸 )， 芒 号 关 人 已 ( 坟 ) E 85 


求 极限 (1) _Him。(z2 + 2] e+ (北京 航 空 航天 大 学 ); (2) 3 VE FT 上 了 ( 洪 极 限 不 存在 ， 说 明理 由 ) (西北 


3 一 十 20 
呈 arctan(z3 十 23) 
轻工业 学 院 ); (3) ， 设 0 攻 平 5 


工 ,如 一 
解答 ，(1) 原 极限 = _lim_。 (到 : 喜 所 -二 ) 
汪 虽 ZU 工 


2 
人) 用 反 证 法 说 明 该 极限 不 存在 , 事实 上 , 荐 该 极限 存在 , 几 4 5+T ”3 贡 VETTT IT VEOTTTTI 


z(mz 一 2) - oz 总 于 (m 一 0) 矛盾 故 有 结论 ， 


由 lv-maez-= TmZz2 7 


也 存在 ， 但 这 与 二 


(9) 
质 报 限 = lim。 arctan(my 十 如 ) . 玫 十 纺 
(my) 一 (0,0) Da 十 35 本 十 13 


zy= rsing) 


arctan 世 DR 


= 二 一 mr(cos36 +sin3 96) 
一 1.0=0. 
{ sin 寺 二 ysin 喜 ， my 闪 0 ， 试 讨论 直面 三 种 极限 ， (1 (im 了 2 (2) mliam ye 


练习 6.1.9| 设 fle,z) = 
(3) jia Ji 7 要 (南京 工业 学 

解答 ，(1) 由 
不 存在 . (3) 当 儿 关 0 时 ，lim ysin 二 不 存在 , 而 lim lim 7(m,y) 不 存在 ， 
2 各 3 一 0m 一 0 


ay =0 


1 工 丰 存在 而 芋 
ye 国 = 加 当 =0 时 后 0 人 遇 区 全 
也 短 (my) 一 (0,0) 


设 (es 吕 为 二 元 靖 数 ， 在 (ovyo] 附近 有 定义 ， 试 讨论 二 重 极限 ge (ma) 与 黑 次 极限 slirgo io 7 (my) 之 问 的 


练习 6.1.10 
2 一 29 

关系 (浙江 大 学 ) 本 
页 例 6.1.11 (4) 了 (2) 一 2 十 全 表明 黑 次 极限 


解答 ，(1) 练习 6.1.9 表明 二 重 极限 存在 ， 累 次 极限 可 以 不 存在 ，(2) 书 第 623 

可 以 不 相等 。 (3) 书 第 623 页 例 6.1.11 (1) yf(z,3) 一 3 (4) 表明 二 重 极限 不 

am (zy) 三 4 存在 ,有 卫 黑 次 极限 im lims 7(m,a) 的 内 层 极限 im (an 切 = gle) 在 ro 的 

极限 _limp azg。 7(z,y) 存在 且 等 于 4。 事实 上 , 由 dim (一 和 Ye>o3a5e(o5) st 一 zol<8 忆 一 yol<5 时 ， 
加 4+e. 这 表明 lim olz] = 4 


存在 ， 二 累 次 极限 仍 可 能 存在 ，(4) 若 二 重 极 限 
某 个 61 > 0 邻 域 里 也 存在 ， 则 累 次 


4-<e<yflmal<A4+e 令 yy 得 4-e<glm) 
若 司 BT] 设 Je, 避 在 已- fto 由 aa+ 同 < 村 上 有 定义, 着 (0 fta;0) 在 点 王 = 0 处 连续 (2) 玫 ( 相 在 G 上 有 界 , 则 
了 (ae,y) 在 (0, 0) 处 连续 (北京 大 学 ) 
证 明 ， 设 MT = sup_ | 珊 (z,2)| < +cc, 则 由 (1) 知 
(ra)EG 
Ye>o36>ost.lzl<5 一 |f(le;0) 一 70,0)| < 了 


又 由 limg MIgl= 0 知 35s(0,61)，st， ll<5 一 Myl < 3. 于 是 当 lz| < 6，ly| < 6 时 ， 
放 


|f(m 避 一 fo,O)| < IF(m 切 一 fm ol+lf(e0) 一 (0,0]| = | 形 (z, 引 llyl+ Fe,o) 一 元 0,0) 
E 
二 三 E. 


< Mil+|f(m,0) 一 0,0)| < 了 十 


) 在 有 界 闭 区 域 石 = Ra 上 连续 ， 其 值 域 为 尼 ， 试 证 :Yunj38-1 = 已 引 收敛 的 子 列 fxjR-i 及 


练习 6.1.12| 设 flzy 
(ovy0J e 万 ,使 得 im unx = (roygo)、 

证 明 。 由 une 忌 知 习 (cnyzym)E 万 ,st. f(zn,yn) = un， 由 万 是 有 界 闭 区 域 及 Weierstrass 聚 点 定理 知 3 mk，(zo,yo) 
万 ，s4t. (nkygma) 一 (zoyao). 再 利用 了 的 连续 性 ,Ming we 一 im 了 (neyaynn) 一 了 (ro,yo). 


ai, -bb<ay<bl(a>0b>0) 上 分 别 是 z 和 ?1 续 函 数 , 而 且 fj(0,0) = 0. 当 


设 f(z;,g) 在 抵 形 万 :一 a 科 也 
二 丽 定 麻 , 让 (2,2) 是 y 的 严格 递 诚 函数 , 则 有 5 > 0， 使 对 每 个 PE (一 6,5) 有 2 E (-bb) 满足 了 (z， 世 让 向 拓 陪 站 

证 明 。 由 7(0,0) = 0 7(z,2) 是 2 的 严格 递减 函数 知 了 (0,b) < 0, f(0, -b) > 0. 又 由 了 是 = 的 连续 函数 及 函数 极限 的 保 号 性 知 
356>o, st.lzl|<65= fb<0 flz-b>0， 再 利用 了 是 3 的 连续 函数 及 介 值 定理 , 3 y E (-bD)，s.t. 了 (3) 一 0， 


设 习 = Flag 2) 在 闭 立 方 体 <z sb as<y<ba<z<sb 上 连续 , 令 


?后 生 Ra [mm Ta 了 
试 证 : pe(z) 在 [c, 世 上 连续 . (辽宁 师范 大 学 ) 
证 明 。 用 类 似 书 第 629 页 例 6.1.15 的 证 明 方法 知 
g(ma) = miRs fw, 纺 本 在 [a, 吕 ”上 连续 , pe(z) = ,下 ax g(m,) 在 fo 中 上 连续 


设 fle) 在 Rn 上 连续 , 天 0 (Rn 中 原点 ) 时 flz) > 0 且 YeRn, 及 c>0 有 Tcn) = ef(a). 试 下 3ob> 


使 簿 alz| 和 7(z) < blz| (Y me 及 
村 在 下 -和 了 站 人 te 二 | 上 也 连续 ， 而 有 最 小 值 o, 地 大 什 岂 


衬 = 工 
zzx0= flzl)>0 知 a>0. 于 是 
人 呈 工 
az0= 下 cswasf( 台 ) -十 fa<unollsyt)seh 


| 四 | 
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人 = 一 0 即 得 TO) ~ 0 而 不 等 式 当 0 


练习 6.1.16| 设 4 
二 网 
[2 det A 0 


时 去 . 寺 


也 成 立 ， 


关 0 试 证 : 3 a > 0, 使 得 V zeRn, 有 14z| < cz|. 


8 Cauchy 不 等 式 ， 


了 -信鸽 可 人 可 


t=1 | 31 5 


练习 6.1.17| 设 连 续 丽 数 了 ,Rn 
大 s = IFG); (3) wx 有 一 Rat， 请 足 如 下 三 条 件 : (DJ) Y me Rniyftel > 0, L me = 0 ee flz) = 0 (2) ye Rn 有 
， 了 (十 2) < 了 (ae) + 了 (9)， 试 证 : GD) 3 M > 0, 使得 J(z) < Mlmli (iD 了 滑 足 Lipschitz 条 件 : 邑 


存在 工 > 0, 使 得 
17(z) - 7(a)| < zlm 一 引 (Y myERn)i (iii) 3 常数 a> 0 使 得 YmeRn 有 alz| < 了 (tr)， 


证 明 ， (D，(iii) 在 练习 6.1.15 中 己 经 证 由 


' 往 证 (这 .由 条 件 (3) 及 已 证 的 结论 (i) 知 


| 换 my 的 位 TITe -ay+Ws1e-a+yosMle-al+yo=ye)-yo)<snMie- 中 
调换 ",2 的 位 置 即 知 7(y) 一 了 (z) < MIlz 一 划 、 故 有 17(a) - 7(w| < Me 一 圳 ,得 证 . 


练习 6.1.18| 设 耻 :Rn _，RL 为 连续 函数 


， 试 证 ; 百 = {z;i f(z) = 0}) 是 Rn 中 的 闭 傈 . 


证 明 。 设 ro 是 至 的 聚 点 , 则 3 已 \ {zo} a mw _， ao 于 是 


rn 已 一 fen)=0 一 Joo) = lim flmn)=0 一 moe 囊 


~ 泣 考 明 丙 的 琅 占 规 尼 工 mm 中 用 
有 所 呈 于 王 ， 习 是 闭 集 . 


练习 6.1.19 。 试 对 志 : Rn 一 有 1 写 出 例 2.1.7 对 应 结果 , 并 给 出 证 明 。 
证 明 ， 设 了: Rn 一 R， 则 广 连 续 eV ceR， fmi fle) > oj， fai fm) < c} 为 开 集 ， 一 由 冰 数 极限 的 保 号 性 即 知 结论 成 立 ， 乓 对 


Yzo ER Ye> 0 由 roes{taiy(z) > Jlzo) 一 ezoefaif(lz) < ylzo)+ 是 知 3 5 > 0， st U(zoy61) c {aiy(z) > 了 (ro) 一 j 


3 02 > 0，s.t. U(ro, 62) c {zi fj(z) < (co 


)+ej. 令 5 = min{6l,52} > 0, 则 


OU(zo,5) c {miy(z) > flzo) 一 sj mn {zi7(z) < 了 (zo) 十 e)， 


也 即 lz -zol < 5 一 flzo) 一 < < lm) < fl(zo) +e. 


练习 6.1.20 | 试 对 了 :Rn 一 陈 mm 写 出 例 


2.1.6 的 对 应 结果 , 并 给 出 证 明 . 


证 明 。 了 : Rn -BRm 连续 <> 任何 开 集 的 逆 像 , 仍 是 开 集 . 证 明 同 书 第 132 页 例 2.1.6 的 证 明 , 只 要 把 一 维 的 邻 域 等 改 成 m (或 mm) 维 


1 前 邻 域 等 . 


练习 6.1.21| 设 f 在 了 Rn 中 点 mo 的 邻 域 里 有 界 , 记 
Rdr(zo,5) = sup {f(m)i lz 一 zol< 引 ， mnf(lzo5 一 inf{f(n)i 他 一 zol<9， 


则 极限 wF(zo) 三 lim [My(mo， 


5) 一 my(zo, 5)] 存在 , 并 称 之 为 了 在 mo 处 的 振幅 . 试 证 : 了 在 ro 处 连续 的 充 要 条 件 是 wyf(zo) = 0. 


证 明 . 同 练习 2.3.5 的 证 角 . 原来 的 绝对 值 改 成 现在 的 模 , 


练习 6.1.22 | 设 集合 巴 < Rn 是 非 闭 的 ， 
证 明 , 设 ro eE 页 \ 瓦 , 则 3 五 3 


flao) = im fen)， 事实 上 , 由 7(z) 


由 lim zn = ezo 知 了 N，st 7 人 
oo 

爷 一 2 一 

百 3 am 一 zzo, 则 zn 二 加， 到 = 2 


mm) = ,ing 7(zn 


相同 ” 知 Jim y(< 
如 此 , 我 们 将 了 
zyE 百 ， 


设 了 在 Rm 上 连续 ， 了 中 


证 明 。 同 练习 2 


在 召 上 一 致 连续 知 
VE>0,36>0，st. zyE 盏 lz 玫 <6= 一 |f(z) 一 7 < < 
> N 二 lm 一 an|<5= |f(lzm)- flan)| <s' 据 Cauchy 收敛 准 则 , {f(zn)} 极限 存在 ,下 设 


) = Jinm (gm) 


了 开 折 到 百 上 , 往 证 了 在 百 上 一 


可 - 圳 <6 二 3 已 amn 一 mi 盏 at 一 4 光一 一 可 -下 < 


2.11 的 证 明 . 原 米 的 绝 


函数 flz) 在 互 上 -一致 连 续 . 试 证 : 了 只 能 唯一 地 过 中 世上， 优 在 瑟 上 一 到 连续 
am -zz0， 往 证 im f(mn) 存在 ， 且 与 所 选 址 近 mo 澳 居 状 世 元 关 ， 而 可 定义 


(31) 
1 满足 zn 一 zo， 同上 论述 知 im f(zn) 也 存在 ， 据 “收敛 序列 的 子 序列 也 收敛 , 并 且 极限 
致 连续 ,而 证 得 结论 ,事实 上 , 由 (31) 知 


全 3N， st. |zn 一 bn <5(yw> 六 ) 


一 |f(lzn) -flyn1<e= 一 fo) 一 <s 人 一 o)、 


lim (ce) 存在 . 试 证 : 了 在 玉 ”上 一 臻 连续， 


0 


对 值 改 成 现在 的 模 
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6.2 ”多 元 函数 的 偏 导数 二 
au 9 旦 
设 凡 -frreas) 有 一 阶 连续 侦 导 数 有 只 ， 绢 ，5555 (和 


练习 6.2.1 
ur 二 天 十 玉 cos6， tue 一 用 (-rsing) 一 -r 玉 sine， 
ure = (ur)e = (天 十 护 cos B)e 

= ja(-rsing) + 六 2(-rsin B)cos8+ 用 ( 一 sin 9 

= -rasing 一 fasingcos 6 一 扩 sin6. 
[ 红 习 6.2.2| 2 料 (上 海 交 通 大 学 ) 
[区 本 62. 引 六- je -wy 一 = 一品 ,假设 了 对 其 | 变 由 有 1 下 - 阶 的 连续 偏 导数 , 求 555 及 352 
7 /了 站 人 -二 

[人 
= ji 一 六 as 一 ja J2a'， 


ty = -用 二 用，autws = 一 [一 玫 2 十 玫 s] 十 [7 + 7a] = 


设 = ayzenty+r 求 5 让。( 北 京 航空 航天 大 学 ) 
.Bu _- yzey+s (me 十 Pp)en， 同 理 即 得 


解答 ，u = Vzey+=* . (er) 一 四 = yzevt= (+ le 一 5 
二 十。 
85B2r 一 (+Pp)(y +g)(= +7)e 
练习 6.2.4| 设 了 为 可 微 冰 数 , w = (az2 + y2 + z2) 和 方程 3 + 282 + z3 = 6myz， 试 对 一 下 两 种 情况 分 别 来 一 节 在 点 Po(LLT) 
处 的 值 。(I) 由 方程 确定 了 隐 函 数 = = z(z,2); (2) 由 方程 确定 了 隐 范 数 y = (>, z)， (华中 师范 大 学 ) 


解答 、(1) 由 3z + 232 + z3 = 6zyz 知 
2yz 一 工 
3 上 +3zzan = 6y(z 十 zz) 一 zz = 辣 二 


再 由 六 = y(z2 + 82 + =2) 知 
= fr(z2 十 2 +z2)(2z 十 2zzne) = 21(n2 +32 +z2) 人 二 


将 (1 1,I) 代入 即 得 
8 六 一 下 
元 |m -ay (1+ 323) =0 
6yz 一 3 


(2) 由 3z + 2y2 + z3 = 6zyz 知 
3+4aya = 6z(zym 二 一 Wo = 
42 一 6zz 


再 由 wu = (ze2 + 82 + >2) 知 
au = fr(z2 十 22 +z2)(2m + 2yyz=) = 27(z2 十 32 二 22) Ge 上 + 一 】 
438 一 6mz 


将 (1 1,I) 代入 即 得 
2 , 6 一 3 所 
天 im 一 2 人 人 四 生 3) = 一 (3)， 


练习 6.2.5| 设 = = (au= 二 ay 一 荆 一 ago 为 常数 ,= 关于 wm 具有 二 阶 连续 信 时 学 
人 阶 连 续 信 症状, 表 二 ( 克 门 大 区 


解答 . 由 =z+ayb=z-oy 知 m= 了 (十 吕 ， = 元 必 -可 于 是 


一 产 工 + 大 工 | 工 工 | ”ww 1 1 
二 = 的- 态 oo 下 [| 玫 于 - 才 去 | 去 | 作 二 雹 去- 3- 二 八 . 
29 My 

# 0. 求 型 ， (清华 大 揭 


练习 6.2.6 | 设 函 数 u(z) 是 由 方程 组 几 = 了 (z,y)，g(z,2z) = 0, PP(z,z) = 0 所 确定 , 且 强 <0， 所 
垦 管 由 克 关 0 知 Mesz] = 0 确定 了 让 函数 “一 (oh ji 和 jezs 一 0 地 交 =- -从 . 让 肌 汪 


数 y = zy(m,z) = y(z,z(z)), 且 
下 
的 十 的 只 + 形 允 = 0 二 站 =- 旦 -一些 力 =- 旦 十 瑟 和. 
9y 9v 9 9%j 
du dg2 ， 肪 92Ra 
于 是 -一 = 素 十 丽 儿 = 天 一 区 十 忆 
是 ” 盈 PR 


[练习 6.2.7] 1 3 = (cz) 
6.2.7| 设 刀 王 可 微 , 且 5 信和 机 尖 0, 求 由 | Fo aa-0 所 确定 的 函数 y(m), z(m) 的 一 阶 导数 ， (西安 电子 科技 大 
学 
解答 由 大 = 斤 十 形 获 ， 瑟 二 到 多 二 展区 =0 知 儿 一 交 本 一 玫 隔 ,2 -五 十 攻 列 
aa 十 有 ze 知 几 可 二天 局 6 过 + 天 二 


站 Ron 
和 日 二 


可 中 + =a + sin(wa ' ma) = 1 所 确定 的 隐 冰 数 
解答 .由 z2 + ma 证 疝 ns 人 ， 


4 = 
求 84 与 84 
aml ”amz 


|o5| 是 一 个 三 阶 的 函数 行列 式 , 其 中 aijy = 及 (zj)， 
在 zl = 0,aa = lzas = 0 时 的 值 ，( 西 北大 学 ) 


era 
十 col 册 aa 
二 s(z2 ,za) 一 0，2za 十 举 + cos(za .ma) [= 未 me = 0. 
将 唔 一 Da 一 os 一 0 代入 得 szs| aas 
Bi (oo 0， 纪 aouo) = 一 1 由 行列 式 的 求 导 法 则 (参考 练习 3.1.20) 知 
4 到 (zl) 有 (ceaz) 丽 (ra) 本 (zi) 丽 (za] 列 (za)822 
5 一 三 (za) 瑟 (za) 配 (zs) |+| 本 (za) 机 (za) 下 (za) 肘 
Fsa(ei) m(zz) Fa(cas) Falci) 了 (ra) 形 (zs) 呈 2 
_ 4 Hi(O) 丙 (1) 丙 (9) 
吏 rloao =| 胞 0 本 中 肋 (0) |; 
FE3s(00) 本 丰 本 (0) 
3 本 (zi) 弄 (za) 丙 (es) 两 (ma) 丙 (ea) 玖 (zs) 生 2 
二 Fe(zl) 弄 (za) 配 (zs) |+| 瑟 (zi) 亚 (za?) 玛 (za) 和 2 
丽 (zi) 形 (za) 西 (ea) | | 配 (za) 本 (za) 形 (za) 强 
5 丽 (0) 囊 ( 弄 (0) 形 (0) 丽 ( 瑟 (0) 
机 5loao = 一 | 本 (0) 本 0 焉 0) |=| 蕊 0 亚 0 瑟 (0) | 
梧 (0) 配 ( 形 (9) 瓦 (0) 瑟 直 本 (0) 


4 二 
注意 5 的 计算 公式 中 , 第 一 个 行列 式 在 (0, 1 0) 处 时 第 一 和 第 三 列 相同 , 而 行列 式 为 堆 . 


练习 6.2.9 | 设 函 数 we(z) 和 妃 (z) 具有 二 阶 连 续 导 数 , 并 设 u = mp(z + 3) + ap(m 廿 引 )， 试 证 : 


D2 D2u 892 已 
和 二 “2 一 十 一 一 一 0， (中 国 科学 院 
Daz2 Boy yy2 ( 伸 图 笠 ) 


证 明 . 
1 一 扣 十 zip 十 2， 一 mp 十 人 十 3 
过 = 二 人 二 0 十 3 


A/ 


几 本 
WUzoe 一 2toey 十 yy 一 0. 


了 


全 和 大 
茹 本 6.2.10] 证 明 : 若 w 是 mp = 的 函数 县 wu2 一 mo 一 人 一 二 = 证 则 二 十 卫生 和 二 十 (东北 师范 大 学 ) 


证 明 . 
人 (2uau 一 22) + ep2(2uue) + PS(2atuus] = 0， 


人 (2aun) + 69(2uu 一 23) + PS(2unty) 二 
的 (2uat) + 9p2(2uu2) + 3(2unutz 一 22) 一 


知 4 庆 Vi 六 Zi 


ee Y 一 人 二 1 [| 汪汪 
to (4 十 9 十 93) te4 十 p2 十 93) 


1 


绒 避 6.2.11| 设 由 wm 部 是 ” 的 函数 ， 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ， 试 证 : 次 (wm) 一 


(西北 师范 大 学 ) 


一 十 200 十 只 二 3 了 十 2 


芭 了 一 12;3 并 且 zg 是 由 方 


证 明 ， 令 立 = 卫 ,W = 也 , 则 
芯 豆 
下 也 TD au 和 
太 芭 =| 二 二 (av (ww) 
0 uv (uv)” (uaW) 
人 耻 WA aaVY 
一 | 迪 woV ATwV' UV + 
， 
ay 十 20VTaV 地 机 十 20 WAY 
蕊 0 0 、 
一 | 省 uv' aa (第 一 列 分 别 乘 以 一 
2a0VTaV4 2 十 W 
， 
aaV/ um 本 
| 2wv'+av w+ 2 
1 V 了 克 
| W a| ov Wi 
uaV aaV7 Vw W” ov W" 


设 z = flao) = g(uu) 世 一 an(m)y) 有 


试 证 : (1) 2 + oa) Za) -oO) w=ule = af(uwmajgtua) 满足 
证 明 ， 真 交 证 明 ( 鸭 ， 因为 一 日 (2) 成 立 , 只 要 取 由 = zy 就 得 (1)， 人 
(2 = (g0)2，(1)2 = (g)25 玫 g 十 天 g9 
二 (的 疙 十 (ga 一 0 gu 十 gu 
于 基 
aa 一 0 六 十 ty9a 
0 (二 9 天 十 0 十 (0 细 天 十 ar9 和 )94 
au 一 (ug 天 十 angug5) 了 十 迪 珊 ,二 (ye 及 十 abwg0)94 


ao 二 tag = te[( 玫 十 (了 
十 四 (于 闪 。) 二 aog(ggu 十 ggw) 一 


机 避 具有 迁 的 二 


0 人 )2 王 0 (华东 师范 大 学 ) 
2 十 本 ua 一 0 
/ 号 ac 十 下 ty 于 
证 明 。 由 严 (utyag) = 0 知 | 0。 于 是 人 


数 行 列 式 邮 sugs 一 (us)2 = 0. 


设 业 =-m+zhu= 王 + ， 试 用 um 作为 新 自 变量 变换 方程 


太 
aa 


Gy 


所 
am 


反 
vv 


B 
六 过 二 信号 妆 ， 洒 足 (a) 35 一 


2 


一 名 的 十 (一 多 )9g5 


阶 偏 导数 ，F(s, 刀 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 且 满 足 焉 (ua ,aug) 一 


) 


灵 一 Wy 加 到 第 二 列 , 第 三 列 ) 


wy/ 
2uV' + 
= uaM(Db W W)， 
台 2 - 蝉 (Pb 攻 夫人 pu 
av ”ev au 有 + 斋 =0 
2 aa wy 
于 到 电 二 永 se 


Bu2 


= 0i 


= (一 开交 + (fm 一 


1 
十 0ygnuuy 


华 a0994u， 


3] + 2antu[ 及 9 十 了 ga] 十 ay[(g0)2 + (95)] 
(ge 十 鸭 )[(7) 十 (及 )] = 0. 


0，( 本 )2 二 (了 )2) 关 0. 证 只; 


台 
局 


) 有 非 零 解 a = 形 ， 口 = 下 .而 系 


人 


ae 
2 1 
Daz2 azr6y 32 
解答 ， 由 
人 此, 型 三 到 渤 克 
和 一 区 一 击 2 
汪 工 和 2 
1 1v 大 全 二 上 1 2 1 2 
柜 人 Si SA 
mm ( tu 一 E 环 人 tu zu] 十 -zu tu 一 2 十 喜 z 十 更 2 
工 工 工 
让 1 1 大 1 1 1 
2 一 |z 二 2 二 站 二 Re 1 
my 人 5 如 | 丈 ( 的 7 网 Zu 亿 直 ) am 千 二 王 zw 
芭 工 工 2 
mv 1 ，_ 工 2 1 2 
也 之 之 
名 ( 所 一 吕 ) 丈 (上 歼 2 二 机 鸡 = 芍 一 五 允 o+ 交 + 区 
0 = z2zps 一 (z2 十 32)zy 十 32z0 
ay 
= mr2z0， 一 2z&u 十 


一 (<e2 十 22)zuu 十 ( 


工 
2zu 十 二 2w 十 2 
可 Y 


2 1 
十 2 zu 一 


= 水 [u(uu 一 和 zun 
因此 所 求 为 u(auvw 一 轨 zdv 十 2z0 = 0. 


十 2z9] . 


2 
zz 3 工 
一 十 一 一 么 11 汪 
攻 ) | 马 +a 人 (全 +) 吉 


汉 


| 
同人 2 

VT 变换 方程 妈 > 本 

~ "这 有 2 (> oj 息 设 所 出 现 的 偏 导 数 气 连续 ，( 复 只 大 


六 
A 
二 2 二 2 


了 所 求 为 xu 一 0 
= zz 一 ay (a 是 不 为 零 的 常数 ). 证 明 : 


项 -9236] 6.2.16| 设 = = ffe,g 是 二 次 连 丝 
练 5 了 fy) 是 二 次 连续 可 微 函 数 ， 又 有 关系 式 u = = + au u 一 


用 82z 
2 二 一 35 4 (北京 大 学 ) 
证 明 . 
2 一 三 芭 一 az 
4 
ze = (zu 十 鸡 ) 十 (2 十 二 一式 。 十 2zo 十 码 
2 = a(azgs -ay) -atazs az) = a2 区 一 2a2z。 十 a2zg 


2 1 1 
CQ 2 一 二 
mm 一 zy 一 4a zuu- 


2 
习 6.2.17| 设 业 = = We 十 二 ，B2u 四 
练习 设 邮 = 7(r) zz + z 十 ,十 xz， 证明 : 让 计生 二 -下 二 和 
mr 


证 阴 ， 
Bu 2 7 一 mi 于 au 
5 人 2 : 忆 二 1 4 
82 Bu 8 E 
式 习 6.2.18 | 若 w(z,y) 的 二 阶 导 数 存在 , 证 明 w(m,3) = (2)9() 的 充分 必要 条 件 是 由 一 如 灵 . (清华 大 学 ) 
二 Jrg' 而 uuss = fgfg' = 败 败 : 擂 若 an 一 ucug， 则 


证 明 ， 著 uaa) = flz)g()， 则 风 一 开 9 败 一 Tu 
; 

(al 疙 人 一 OU 7 
证 也 了 二 
人 一 &ztuy 二 全 1 记 | _。 


0 = atzy 

由 几 夫 0 知 ， 
择 】 =a=wl=| na+eca 

取 了 也 


一 = Eee] .enty) ay = 了 (zz)9(g)， 


一 z 十 攻 + z 作 函 数 , 变换 方程 


多 0319] 以 -= 纯 ，= zy 作 朋 变 二 才 
2 D2z 


an(u 人 za uc 2 人) 一 开 一 人 知 


mtD(uu) 一 开 一 一 


解答 , 由 z 一 也 了 
/ zl/ = 二 u 十 PuUau 一 工 
六 = 一生 克 二 yao 一 了 3 2 
也 
，_ 到 内 一世 (区 wu lu] +a (区 we + at 
Za 一 二 如 一 汪 5 呈 多 了 
22 wm _ 2 十 W2ab0u 十 亲 tDu 
= 二 tu 
站 村 1 1 
工 yy - 委 人 (人 0 二 aa | 二 to 十 引 二 ou 十 Tv 
zx 为 = 一 歼 如 了 
| 砚 1 
杠 2 /十 pa0ov 丈 加 十 山 w) 
几 由 2 
1171 ww 十 au 十 了 (ee 党 cu) -wu 十 2 十 uv 
1 = 二 | 上 
2 人 下 玫 
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于 是 
0 = z2zyo 十 2m1zy 十 2322 
富 ev 一 agogs + 2a2aogu 十 3 几 
2 ov。 + 2z2y2uog。 一 开 邮 十 2mgtv 
本 
十 一 十 2y2tg。 二 z2V2tbgv 
二 4n232togu 十 2zgn00 一 2[2u2uvu 十 uao9]- 
故 所 求 为 2u2tmgu + mao 一 0- 
222 全 伦 了 
练习 6.2.20| 设 fle,a) = | CT 关 0， 求证 : 在 (0,0) 处 ,flz,a 连续 但 不 可 微 - 
0， z2+32 = 0. 
证 明 。 由 
2 
六 区 六 -二 二 2 六 (2 党 ) vv 枉 + 更 ole 一 000) 
时 和 (=2 十 22)3/2 (ze2 十 V2)3/2 也 
知 了 在 (0,0) 处 连续 ， 又 由 
Xiog = 加 了 四 -79 -0 为 09-0 
fle 避 -fo09-(0oz- 玉 00 zi mo 


z2 二 22 一 柄 寺 好 并) 


知 了 在 (0, 0) 处 不 可 徽 . 
人 十 22)e sin zz， 人 网 生 关 (0,0) 在 (0,o) 可 微 ，( 同 济 大 学 ) 


解答 . 若 了 在 (0,0) 可 微 , 则 天 (0， crao -mo :sin 二 存在 心 <> 主 事实 上 , 着 e > 则 由 "无 


人 小 量 乘 以 有 界 量 还 是 无 穷 小 量 ” 知 上 述 极限 存在 且 等 于 零 . 若 c < 也 则 由 


工 2am 一 1 ii 
PR 一 一 sin 一 = 一 0; 
V3KRT 生 和 
轴 二 浊 
1 2 2 | = 了 c 一 却 
一 3 sin 亏 = (2kr+ 2 1 一 + 一 加 < 亏 


人 王 
知 上 述 极 限 不 存在 ， 


反之, 若 ac > 二 则 由 上 述 论证 知 攻 (0,0) = 长 (00) 一 于 是 
和 (oo 功 一 f(0,0) 一 开 (0,0Jz 一 芒 0,0)y _ (az To)jr-sin 二 二 一 0((z,y) 一 (0,0))， 


7 二 好 22 十 3 


而 了 在 (0, 0) 处 可 微 ， 


i 2 一， (zy) 关 (0,0)， 、 
练习 6.2.22] 疫 ol,y) = Re 7 。 局 证 明 ，(D) 若 g(0,0) = 0，g(ta, 引 在 (0,0) 可 微 , 且 
站 2 8) 一 
(2) 着 9 在 (0,0) 有 偏 导数 ， 且 了 在 0,0) 处 可 微 , 则 df(0,0) = 0 


dg(0o,0) = 0, 则 了 在 (0,0) 处 可 微 , 且 df(0,0) = 9; 
(武汉 大 学 ) 
证 明 .。 (1) 由 愿意 , g(0,0) = 0, 0 = dg(0,0) = ge(0, 0) ds 十 的 (0,0) dy = 9%(0,0) = ee 
W g(z,0)sin 匡 一 0 加 
到 (00) = 1 了 荆 则 fo9 - 2 四 圭 = 0 了 9 sn 


(无 穷 小 量 量 乘 以 有 界 量 还 是 无 穷 小 量 )， 同 理 , 态 (0,0) = 0 进一步 有 
fo, 一 f(0,0) 一共 (0,0)z 一世 (00)3 
二 
本 明 革 _ gm 轨 一 9(09) 一 ga(0,0)m 一 95(0,0)2 ， 站 
”V 末 十 妨 /了 3 十 32 Va5 十 坟 ED 本 
一 0 ((m 芒 一 (00)) 
(9g 在 (0, 0) 处 可 微 一 和 一 项 是 无 穷 小 量 ),， 而 了 在 (0, 0) 处 可 微 , 且 df(0,0) = 队 (0,0) ae + 天 (0,0) dy = 0. 
国 看 交 o0 -1 2 屿 20 和 和 和 
gm) 一 (009) 


Jinlg(z,0) 一 9(0， 叫 = 3 本 


“全 一 0. 


征用 反 证 法 证 明 g(0, 0) = 0, 事实 上 , 着 9(0,j 过 9, 则 
1 _rfezo、 0 -0o (ec 一 0) 


汪 
flm,0) = glm,0) IE 和 s 曾 ga,0) 元 
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是 -个 站 后 ， 故 有 有 结论， 


: 尖 的 (0,0) x 0, 则 
sin 工 _ fmio) eol=rool 。 7,(0,0) 


lz| gz,0) -ET 一 一 0) 
也 是 一 个 下 盾 ， 同 理 ，gb(0, 0) = 0， 于 是 3,0) ”EDzaaa 9(0,0) ( 
天 (0,0) = la ze,9~ oo 
2 ) -lim 99) sin 二 =- 0, 坊 (0,o) = o，af(o 加 = 0 


四 = 


本 6.2.23 | 设 前 数 3 
0 人 ) 可 微 , g(zoyao) = 0, 且 3 M > 0， 使 得 lotz, 切 | < MP (在 aoyyo) 的 基 个 邻 域内) 其 中 
: 任 冰 数 fo) 若 im fla, 切 = A 存在 , 则 = 一 了 (aa)gtm,a 在 (oo) 处 可 微 ( 人 下 充 


大 学 试 耶 ) 相 
证 明 . 


鸡 (zo,ao) = lim 工 z,yo)g(m,yo) 一 0 
闪 号 


严 = .im fcyo) .Ji (zyo) 一 9(zo,zo) 


二 了 
7 = 4gc(zo,yo). 
同 理 ，zg(zo, yo) = 491(zoyyo)， 进一步 ， 


|=(z, 切 一 =(zo,yo) 一 区 (zoyaojtz 一 ao) 一 芭 (zoyao)( 一 2o)| 


P 
_ fr,a)g(zy) - Ag4(zoyyo)(tz -so) 一 Agy(zoyayo)(3 一 2o)| 
p 
Le 吉 二 4-+Hal .late 芭 一 几 zol 一 z) 一 的 Geoyao)Gy 一 oo 
P 
< Mlfla 一 4 Ale(e, 切 一 ge(zoyoj( 亚 一 ro) 一 gg(zoyo)y 一 ao)l 


P 
一 0 ((,a) 一 (0,0). 


莉 引 6.2. 24] 设 玫 ， 态 在 (aoyao) 的 某 个 邻 红 里 存在 在 (ovyo) 的 某 个 空心 信 域 里 区 。 存在 , 且 Ju。 共 stm 存在 斌 证 : 了 


2 
在 (zo, yo) 处 连续 , 旦 形 =(zo,yo) 存在 ， 态 y(zo,yo) = 了 n(royyo)， 
证 明 。 由 im 和 gsv(a,y) = 4 存在 知 
2 如 
一 玉 开 本 有 
Ceoyao) = Ji 玫 ee 全 二 玫 Eo) = 着 和 7seo'e 一 个 
于 是 1s(e 避 = 4= 区 (zeotgo) 焕 
2 一 2 
开 c(zoy yo). 


练习 6.2.25 | 设 二 元 函 教 (2) 在 直 朋 华 标 系 中 可 写 
歪 圭 ， 而 厦 意 ,RE = 0. 于 是 


/ ( 号 ) 宇 = 中- 强 =0 Te -于 = 
T 7 7 


国 | 6， 兰 = 轴 s Ar 二 = ar2 十 b， FF(z)) = az2 十 轨 ) 二 已 
了 


练习 6.2,26| 设 二 元 函数 (z,a) = 7(z)g(y)， 
三 2(6), 求 下 
0 《5 6.2.18 知 正 (z;3) 一 Ja)gG) 全 PE 一 琵 醒 开关 0). 
着 一 ， 则 
四 人 加 1 到 1/ 工 ) 是 去 2 (ra 一 8)); 
1 = 8 一 ， 到 = 本 + (-- 训 二 ; 
0 2 RH 
和 mr(ss" 一 s2) = ss 
2Z2 (ra 一 1) = 已 FE FoFy 


在 (zoyyo) 处 连续 ， 据 书 第 653 页 例 6.2.8 知 琢 =(ro,yo) 存在 ,fs(=o'yo) 一 


写成 Pte,a) = 了 (z) + g(g)， 在 极 坐标 系 中 开 (z,a) = s(r)， 试 求 F(m，, 切 、 


(1 在 极 坐 标 系 中 可 表 成 F(m,g) = s(r)， 求 P(m3); (2) 在 极 坐标 系 中 可 表 成 


(a) 荐 Fe)a = e(8), 则 由 9 = arctan 三 知 (ma 一 Ri(o)， 


生 工 
形 = 必 :(- 基 )， 孔 = 必 吉 本 = 必 革 .将 ) + 天 (- 吉 )， 


2 pa， hui 一 情 ) 一 一 vh2， 


we 攻 矛 基 
吕 


2 pw _ 工 各 
(- 区 - 训 i] =- PP = 形 吗 =- 共 
< 
网 书 四 
Lo 


必 = duc， 开 (z;3) 一 吕 人) ， 


6.3 ”多 元 Taylor 公式 凸 函数 几何 应 用 极 值 


点 (LI) 附近 的 Taylor 公式 ( 写 山 : 
2z ln y， 从 而 容易 求 导 得 到 


_ 阶 项 ， 余 项 形式 可 不 具体 号 山 ) 兰州 大 学 ) 


写 出 琢 数 了 (ma = V2” 
稻 答 ， 由 了 (oz) = y2” 知 ln 7(m,y) 一 

儿 = 2 ln2lna， 天 = 2932 1 
js = 2ng2" ln22lny(1+2in 切 fy 


加 (中 下 se ) 

_ 2agpe-iin2(+2nlnb， Hi 一 -9 

于 是 Wi 

7 天 GD -0 页 0D=2 70D=0 各 一 2In2， or 一 
la) = (TD+ 共 (ID 一 1 玫 (DU 一 汇 

1 w 一 1 ? 

十 下 玫 (， TD 一 D2+ 志 GD 一 D 人 一 切 + 下 如 rt Di 一 1D2+olP ) 


=-1+2G 一 +2in2(z 一 1 一 芒 +( 


练习 6.3.2| 求 f(my) = ecosy 在 (0,0) 点 带 Peano 
有 
和 + oo]] 


-| 3 4 2 
z 一 站 对 多 了 世 
了 (2 cosy= [+a+ 畔 + 区 +- 委 +oeo 了- 擂 - 生 


一 12+olp?)， 


余 项 的 Taylor 展开 式 至 四 阶 项 ， (北京 大 学 ) 


2 2 3 82 攻 4 2312 到 到 olpg， 
24 


=1+z+z 过 村 
本 评 一 ” 殖 2 24 寺 


练习 6.3.3 | 求 函数 f(r,y) = 2z2 一 zy +a2 在 点 (1,1) 处 的 Taylor 展开 式 . 


解 均 令 m -1= sa+2 一 书 则 
Flea) =2(s+I 一 (+1T 人 一 
-8+6ge -sg+3+2 一 D2 一 人 一 DG 十 2)+ 他 


四 HG-2j2 8+6s 一 下 十 222 一 上 十 让 
二 加 和 


练习 6.3.4| lej，ly| 很 小 时 , 求 arctan 了 的 近似 多 项 式 , 准确 到 ma 的 二 次 项 ， 


解答 . 
工 

aa 名 二 于 -asetai 全 士 负 十 本 arctat 本 一 小 

工 一 并 十 3 (1 二 2) 一 实 于 一 呈 椰 


了 工 十 忆 
= arctanl + arctan arctan 一 一 一 = 一 arctan1 十 arctan 记 
工 十 2 工 一 公 


一 工 +arctanfz(L -3y+ 轨 +ol2)= 工 二 (1 一 4 十 只 二 ol)+ofm ) 


下 磋 
一 工 +m 一 m 二 olag) 二 ol ) 下 十 下 


1 
练习 6.3.5| 号 出 flc,g) = 上 但 + ojt2y dt 的 Maclaurin 级 数 的 前 而 不 为 堆 的 三 项 , 


解答 . 
2 
Grapepomnat -1+tyna+a+…=1+ty 人 (ze 3 
2 


1 人 
工 十 太 z2 一 去 加 后 3 
工 2 
tdtwsd+ 弄 22 
(lz,2) ar+a dts1 十 本 站 
练习 6.3.6 设 z 为 由 方程 z3 - 2zz 二 2 = 0 所 定义 的 = 和 4 的 隐 范 数 当 zm=1 和 二 
, 当 m=1 和 yy = 工时 它 的 值 为 > = 1. 试 写 ! 撤 一 
质 芽 了 肌 y -1 的 逢 轩 排 列 的 展开 式 中 的 若干 项 本 
解答 ， 对 由 下 (zz z) =0 所 确定 的 隐 函 数 = = z(z;y) 有 
天上 十 形 克 =0， 到 十 形 帮 =0; 
+ 开 2zo+(Ea 十 到 cx)z2 十 瑟 克 = 0 
Fev 十 2 十 (FEzy 十 珊 为 ) 动 所 天 z7 = 0， 


W 1 
到 十 现 = 友 十 (Fa + 本 = 功 ) 芍 十 瑟 zv = 0， 
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了 是 
z 一 下 
起， 为 = -型 ; 
加 吉 ， 
1 1 
ze = 一 十 220R 汪 
十 下 Fa FF 全 
歹 -相克 -2 开 开 五 + F 肌 。 
本 
Ms = 一 2 吉 2 ， 
人 生生 条 生 下 2 生生 生生 1 
2 Fw 人 1 
2 尼 
彰 F 人 一 富 一 2zy+3 代入 即 知 在 a -4 焉 
4Y= == 1 处 ， 
到 
= 116， 10， 地 = 一 9 


因此 ， 
=(my) = 
切 1+2m-D-w-D-aae-Da+lioc-ag-D+sd 一 D2+…， 
医 习 6.3.7] 6.3.7| 求 曲面 e= ~ = 
一 二 my = 3 在 点 (2, 1,0) 处 的 切 平面 方 大 学 
解答 ， 设 F(z,y,z) =e= -=+ay -sa， 1 的 切 平 而 方程 ，( 四 川 联合 大 学 ) 
0 = 五 / 
z(2,1,0)(z 一 2)+ 丽 (2,10(y 一 1 十 瑟 (2,10)jz=1.(e 一 2) 二 2 一 1 二 0. 
= 他 一 2)+2(y 一 1 


练习 6.3.8| 过 直线 1: { 10 十 2 一 2z= 一 27 人 hn 
二 gee0 作曲 耐 3a2 + y2 - z2 = 27 的 切 而 , 求 此 切面 方程 (长 沙 铁道 学 院 ) 


解答 ， 直 线 世 的 方向 向 量 ; 
的 方向 向 量 为 {10, 2, 一 2} x {1, 1 一 1} = {0,8,8}. 令 4 = 0 得 直线 1 过 点 ( 罕 ， 至 )， 设 切 点 为 (a, bc), 则 法 向 王 


为 {3a, b, -c}. 于 是 
{o,1,1} .{3aab -cl =0 一 5= ec 


27 27 
人 =- 殖 ,we- 衬 } Bom-d=os-sao+e-g 
3a2 +b2 一 cz = 27. 
算 山 ec = -17, b = -17，a = -3 或 c = 1，b = 1，a = 3. 故 记 求 切线 方程 为 


-9(z+3)-17(+17)+17(=+17)=0 人 9z+l7y 一 17z+27=0， 


glz-3)+( 一 一 (= 一 了 =0 全 9z 二 3 一 二 一 27- 


2 2 2 
已 知 平面 方程 为 ie 二 mn 十 nz = 了 与 梢 球 硬 方 程 为 号 十 订 二 气 = 1 相 切 ,证 明 系 数 消 足 方程 o22 十 m2 二 cm 一 


练习 6.3.9 
轨 ，( 武 汉 水 利 电力 大 学 ) 


证 明 . 设 切 点 为 (z,2y =)， 则 李 球 面 在 该 点 处 的 法 向 量 / {b rnsmj 即 


2 2 2 
zl _ 2 afe =Rm= Ra y=Rmbz xz= nc 
了 7 用 


1 ERAS 吉 列 二 
而 _， 1 工 .再 将 切 点 坐标 代入 直线 方程, 平方 即 得 结论 ， 
代入 梢 球 而 方程 得 关 = 士 -5 了 下 订 

2 在 任何 -- 点 处 的 切 平面 与 坐标 面 所 转 成 的 立体 体积 为 定 值 ，( 合 肥 工业 大 学 ) 


练习 6.3.10 | 试 证 曲面 3 : zy< 一 
证 表 。， SS 上 任何 一 点 (22 2) 处 的 切 平 而 的 法 向 量 为 (yz zz， 而 切 平面 方程 为 gz(X 一 z)+zz(Y 一 切 +o23(2 一 z) = 一 0 全 
条 上 的 可 有 分 别 为 >， <， 到 放 立 体 (由 而 体 ) 的 体积 


= 3a2, 其 在 zz 2 和 


yz 十 zaY 十 3 也 
1 /lsaz 3a\ 3a2 -ga _ 9a2 
到 31z 2 2 2(zyz)2 本 
| 人 可 65 可 证 明 ; 晤 面 VE+HVHTVE=VEG>0) 的 切 平面 在 坐标 轴 上 割 下 的 诸 线段 , 其 和 为 常量 (华东 理工 大 学 ， 上 海 化 工 3 
练习 6.3， 
明 。 曲面 上 点 (mp 妇 处 的 切 平面 方程 为 
证 了 明 . 天 一 了 Y-y ,2Z-z-oe 于 + 并 + 允 =-w@ 
二 记 汀 ， 史 斋 语 


VGZ， 它们 的 和 为 Va 王 十 VE8 十 Vaz 一 Q， 


其 在 eg 轴 上 的 截 距 分 别 为 V55， V 码 ， 
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。( 大 连理 工大 学 ) 
25) 3t2)， 故 C 的 切线 与 r 平行 


练习 6.3.12 | 求 曲线 C: = zt 1 = 一 好，z = 雪 上 与 平面 rm ; zz+22 十 民 一 4 平行 的 切线 方程 
全 一 妇 , 1) 处 的 切 向 莉 为 (1 一 
应 的 切线 方程 为 


解答 ， 平面 r 的 法 向 量 为 {1, 2,1}， 巾 线 C 在 点 (zz 
人 0= (2,1 .人 一 3t2) = 工 一 入 +3b2 = (3 一 1 化 一 1 因此 ,一 于 或 上 一 二 对 
二 
2 一 = 一 2 8 


2 一 于 _3+ 衣 <- 这。3z-1_9y+1 -27z 一 1 
人 一 一 ， 了 

四 村 
平面 方 程 ， (北京 科技 大 学 ) 


0 
2 + 在 点 ML 一 2,1) 处 的 切线 及 法 


练习 6.3.13| 求 曲线 C : | 
zz+y+z=0 
下 (ma z) 一 0 在 点 RM 处 的 切 向 基 为 


解答 , 曲 二 
人 | Ge,z)=0 
工 {[Fu, Pu， Fe x {Go Gu Gzjl 


于 mx 1IY 


一 于 包 一 mv = {-1,0,1}， 
-~(z -1D+og+2)+(z 一 巧 =0om 一 :=0. 
14 在 点 (1 2, 3) 处 的 交角。 (武汉 测绘 科技 大 学 ) 


因此 切线 方程 和 法 平 而 方程 分 别 为 
二 的 炎 角 9 (范围 为 0,r]) 要 么 相等 ， 要么 相关 


严 一 工 


练习 6.3.14| 求 柄 球 而 S : 3z2 + y2 + z2 = 16 与 球面 r2 + 2 二 z2 一 
解 敬 ， 而 面 在 交点 处 的 交 胃 定义 为 其 切 平 而 之 问 的 炎 朋 cx (范围 为 [0, /2])， 和 其 法 向 


ma = {m 力 一 { 人 二 


2,3]， 


关 . 由 于 两 曲面 的 法 向 量 分 别 为 
ma = {3m,u zl = {3,2,3j， 
16 8 0 
V77 


我 们 知 
ma'ma2 一 |millnazlcosg 一 cosg = 辐 二 7 Ye 


2+2zy +2zz 二 4yz 一 8 上 求 出 切 平面 平行 于 坐标 平 而 的 诺 切 点 
8 在 点 (za z) 处 的 法 向 二 为 


练习 6.3.15 | 在 曲面 =2 + 2y2 + 3z 
解 等 。 曲 而 S : 下 (zy z) 三 z2 + 23y2 + 3z2 十 2my 十 2mz 十 422 一 
首 二 (本 , 机 ,本 } -2{e+a+z= +24 一 2z, 二 24 十 3z] 
+3y+2=0 
zr+27+2z=0 


人 十 23 十 3z 三 | 放 
包 十 2 十 3z 三 已 


著 切 平面 与 moy 平面 平行 , 则 m// {0, 0, 1j, 而 
十 V 十 z +2y 十 2z _ 
四 0 本 1 


0 


一 zc=0, -y=z= 一 ca 


代入 有 面 5 的 方程 得 a = 土 2V3. 于 是 切 点 为 (0， 士 2V2, 干 2V3). 


若 切 平面 与 yoz 平面 平行 , 则 mn// {1, 0, 0]}， 而 
2y 十 2 十 2y 十 3 二 
= 四 2 
二 二 加 二 3 民 本 志 吊 再 EE 交 
n+23g+3z=0 
一 zz= 一 ad1=2az= 一 c， 


-+y+z 图 : 


立 十 23 十 3z 
三 Q 定 十 2 十 2z 一 C 
zz 十 2y 十 3z=0 


代入 曲面 S 的 方程 得 ce = 土 2， 于 是 切 点 为 (十 4, 干 2, 0)- 
车 切 平面 与 zom 平面 平行 , 则 m// {0,1 0j， 而 
全 十 3 十 二 十 27 十 2z 
[ 工 本 0 


一 了 一 0， 一 一 荆 一 C 


代入 井 面 5 的 方程 得 cc = 上 .于 是 切 点 为 (二 2, 于 4 十) 
22 + 2 -1 商店 怎样 的 点 , 本 球面 的 法 线 与 三 坐标 铀 成 等 了? 


下 
宇 2 
十 到 一 1 = 0 再 点 (z,zy, z) 处 的 法 向 量 为 


2 瑟 ) . 


解答 , 机 球面 Pto2 可 = 于 + 率 
工 全 
本 ,本 (5 旋 , 页 


1 一 爷 .ei 一 | 兽 |.|eil'cos(mei) 一 coscae 三 大 
2 


车 mm 三 坐标 轴 成 等 角 a, 则 


折 
二 二 -=K 一 mm = ka2，3 = Kb2，z = Rec 


呈 _ 了 四 
一 本 
. 于 是 
全 


工 
得 大 = 土 
代入 梢 球 方程 得 一 土 75 让 三 
2 2 
一 生 引 = 土  - 注 志 滞 
V 史 十 呈 十 史 Vaz 十 乓 十 6 


区 s 开 
证 明 : 锥 而 。 
一 ay ( 芋 
= 的 的 切 平面 经 过 其 顶点 。 


证 明 。 题 中 方程 F(z 
， zz) 三 二 
到 一 了 ( 芝 ) ~。 习 示 以 原点 为 硕 上 
5 为 顶 上 za = 1 = = fy) 为 难 线 的 外 而 方程 . 对 追 攀 麻 上 任 -点 (ap 写 ， 


其 法 向 量 为 
{Ee, 本 P) = | 3 了 7 位) 一 v (也 
下 切线 方程 为 ) 全 昌 = -7 拘 入 计 ， 
2 (的 一 > 
一 多 站 ( 芋 
由 和 区 tr -+2z-a-o 
2 的 一 , 
0 加 
= 二 全 汪 宙 光合 


知 原点 满足 切 平面 方程 ,而 在 切 平面 上 


练习 6.3.18 | 求 顶 球 而 nz + yz 
十 2 二 22 -azg = 工 在 坐标 面 上 的 投影 , 


和 解 等。 柄 球面 书 革 
全 交 本 二 于 十 妇 二 于 一 思 一 在 点 (nz) 处 的 法 和 二 
上 避 让 司 册 有 
人 人 一 (Fo RE) = {2z 一 2y 一 zz,2z}、 
本 , 0, 1) 垂直 的 ， 首 上 上 的 点 关 - 
0 二 zx?2+a2 一 zy 一 1I=0 二 人 moy 平 而 上 的 投影 所 围 成 的 说 区 域 就 是 本 球 而 在 moy 平 而 上 的 投 形 . 由 m ,ea = 0 一 = 一 
知 本 球面 在 yoz 平面 上 的 投影 为 面 在 =oy 平面 上 的 投影 为 > + y2 一 ay < 由 met=0 一 2 一 4 一 0 一 ao _T-0 
2 影 为 到 - + z2 < 1, 由 m .ea = 2 

经 + =2 < 1 mn:ea=0=2-z=0= 开 上 +z2 一 1= 0 知 梢 拓 面 在 =om 平面 上 的 投影 为 


练习 6.3.19| 若 Mo 是 flz,y) 的 十 玫 0. (江西 师 院 
了 (za) 的 极 小 点 , 日 在 Mo 处 也 存在 , 试 证 在 了 

2 1 所 日 2 存在， 试 证 在 Mo 点 ，f2a 如 衬 0 四 

证 明 ， 由 Mo(ro,yo) 为 了 的 极 小 点 知 蕊 (ezoyyo) = 无 的 亲 2 且 “ 和 


0 < ytzo+ mao) - feat)= 共 oaoh+ 区 人 2 罗 同 +ol) 


_ Ileoryo)ja ol 
上 
一 os 歼 Goga) :om 一 0< 闪 eoao) 和 一路 
同 理 ，jflv (ezo, yo) > 0 故 有 结论 , 
jf(z,2) 在 有 界 闭 区 域 刀 内 有 二 组 连续 的 偏 导数 , 旦 入。 + 形 ， = 一 0， fav 关 0. 证 明 : = = (zyy) 的 最 大 值 , 最 


练习 6.3.20| 设 = = 
页 ). 但 在 有 界 


未 值 只 能 在 区 域 的 边界 上 取得 . (华中 师范 大 学 ) 
证 明 。 据 愿 意 ， 和 7 一 ( 玫 y)2 一 (wy)2 < 0. 而 厂 的 内 部 没有 了 的 极 值 点 (参考 华东 师 大 数学 分 析 第 四 版 第 147 


闭 区 域 刀 上 的 连续 函数 了 几 有 最 大 值 和 最 小 值 ,而 仅 能 在 边界 上 取得 ， 


练习 6.3.21| 求 曲面 > = zy 一 工 上 与 原点 最 近 的 点 的 坐标 ，( 中 山大 学 ) 
解 符 ， 面 而 上 点 (z, zy zy 一 切 到 原点 的 距离 


证 


等 号 当 昌 仅 当 = 儿 = 0，= 一 一 时 成 立 
1 和 oz 二 22 十 22 一 工交 线 上 下 原点 最 近 的 点 ，( 中 国 科学 院 ) 


求 两 曲 而 : 十 2 
证 丽 用 荆 agrange 季 数 法 . 只 要 求 2 所 十 22 在 条 件 z 二 28 一 1 一 中 呈 二 292 十 呈 一 上 0 下 的 极 值 为 此 令 
二 驹 网 二 十 和 和 2 53 让 丽人 
由 了 =2m+》X2pnz 一 0 
到 =23y+2A+4 一 0 
到 =2z+2hz=0=z4+D 一 0 
芭 =z+2g-1=0 
区 =z2+2g2+ 富 -1=0 
放 二 一 0 这 与 I = 0 了 矛盾 , 故 岂 闪 一 b 由 攻 一 0 乱 =0, 代 入 蕉 =I=0 
入 荐 挛 = - 开 出 由 臣 =0 知 0 1 .2 工人 
0 2 ”1 于 是 取 横 全 的 可 对 点 为 (00,0) 和 【《- 二 20)， 尼 较 1 > 十 于 知 所 求 


二 


主公 
人 对 对 9 


站 平面 上 求 点， 使 它 到 呈 个 定点 (claa)，(zaygaj (rm 


种 葵 ， 忻 站 就是 求 p = 半 [te - aa2 + 他 一 ya3] 的 最 小 值 , 由 


1 
了 轴 要 
内 =2》( 一 zi -az 人 mn- 沪 中 ==0， 的 = 一 2 站 一 2 一 2 人 包 
一】 让 1 让 _02>0 知 (z ,ao) 为 p 的 极 小 
知 可 县 点 为 wo = 到 ZE ini yo 一 去 了 ii 又 由 po 一 2 > 0 本 2m .2m 一 02 > 记 的 极 小 人 
点 .因为 极 小 值 点 唯一 ， 而 也 是 最 小 值 点 ， 
求 原点 至 该 机 加 最 近 、 最 远 距离 (北京 航空 航天 大 学 ) 
一 0 下 的 极 值 . 为 此 , 令 


一 卫 ). 


练习 6.3.24| 抛物 面 > = z2 + 322 被 平面 吕 十 2 十 二 一 工 所 截 成 一 横 贺 ， 
解答 。 古 目 就 是 求 r2 + y2 + z2 在 条 件 za2 32 一 = 一 0z+3y+= 一 工 
天 2 二 2 二 Al2+2 一 革 十 MET3T 


世 =2z+2Xz+A=0 
ZI=2y 十 2Xy+A 一 0 
玉 =2z 一 入 + 上 一 0 

0 


区 =m2+ 妇 一 

ZI =z+y+z-Lt=0 

知 政 - 功 =0 二 (+ANe- 切 =0. 若 入 = 一] 则 由 及 =0 知 上 =0, 再 据 节 一 0 知 “ 
这 是 一 个 矛盾 . 故 入 关 一 1) 由 芒 一 区 =0 知 王 一 纱 代入 蕉 = I = 0 容易 知道 
_1+V5 -1L+VS 


-和 代 入 牙 =0 得 只 + 只 = 


分 别 计算 


2 


2 2 
:(- 瑟 人 + (2+V3 -9+5VB :( 2) +(2-v 可 -9 一 5v5 
即 知 离 原点 最 远 的 距离 为 V9 + 5V3， 最 近 的 距离 为 V9 -- 5V3， 


练习 6.3.25| 求 峡 = kby3 + zm 在 条 件 az2 二 22+z2= 一 1 z>0 下 的 最 大 值 和 最 小 值 .清华 大 学 ) 
和 解答， 由 厦 意 , > = VI 一 22 - y2， a2 十 32 和 1， 这 就 是 求 = pya +zVI 一 za 一 2 在 闭 区 域 刀 : z2 + 2 和 工 下 的 最 值 当 


(z,2) 在 也 的 边界 az2 十 32 = 工 上 时 , 忆 = Ray3， 开 么 8 和 1 而 maxpptu = |z|, minpp 一 一 | 有 |， 
往 求 屏 在 万 的 内 部 z2 十 42 < 工 上 的 最 值 .可疑 的 点 (z,3 添 足 


2z2 +y2 一 工 人 
= 一 -一 -一 一 0 袍 二 3ky -一 -一 -一 | =0. 
TEATE 0 2 3KRV 厅 - 
而 2z2+ 妇 =1y=0 或 
名 台 包 工 一 22 
3K3 一 二 一 去 zz 一 3ky 
1 一 z2 一 2 1- 沁 一 112 1 一 22 2 
1 
工 二 2 
一 1=2z2+a2 =2.9k232 加 十 有 2 = 9k282 一 9R234 二 全 


二 0=9k2g4 一 (9k2 十 1)92 十 工 一 (9k2y2 -Di(wz -1 一 9k2y2 =1 (zz+3a2 < 了 


Ce 到 -和 证 ，I| > 3 
无 解 ， Ik| < 3 
由 
(二 二 + 人 (人 可 村 
2V 引 | ”3k 了 7 有 5 865 一 \3 5 ( 


甸 当 | < s 时 ，u 在 厂 上 的 最 大 全 为 mmax le ( 专 j 三 击 三 fu， 锌 最 小 值 为 
min [> (- 志 '9} = min 人 -二 , 
求 函 数 u = za2 一 22 + 229 在 单位 园 z2 + 42 < 工 上 的 最 大 、 最 小 值 ，( 北 京 科技 大 学 ) 


wz=2z+2y=0 
解答 ， 由 | 岂 --2g+2m=0 知 屏 在 单位 圆 内 的 极 值 点 为 (0,0)， 极 值 为 w(0,0) = 0， 为 求 屎 在 单位 圆周 上 的 最 值 ， 念 


z=cosg6, 3 =sin9， 有 
u = cos20 一 sin20+2cosgsinb = cos26+sin26 一 V5sin (28e+ 2) 
于 是 当 9 - 开 , 35 上 分 别 取得 最 大 和 地 小 什 V 一 V 
综 上 即 知 习 在 单位 圆 z2 十 32 和 工 上 的 最 大 、 最 小 值 分 别 为 V3， 一 V5. 
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下 [大 
解答 ， 所 求 为 
yy) = cosm .ae 
:cosy (fo 工 4 
( <ms 本 mt+l 3) 
克 
So es 人 -= =- sanams< 了 于 


区 8 当 且 仅 当 一 3 一 工 时 成 立 . 
优 习 6.3.28 | 求 芋 线 de + ay 
局 代数 的 太 法 的 的 和 全 18z ”+ 5u2 = 45 之 问 的 最 短 虹 离 ，( 华 中 理工 大 学 ) 

二 3 = < 与 糊 园 18z2 + 5y2 = 45 相 切 ， 则 交点 具有 一 个 , 方程 


4m+3y =e 2 
G 一 4m 
| 18a2 + 5y2 -45 = aa+5( ) = 45 


2 5 
人 18” + 8(l6z? -sec+ca) = 45 


80 2 
= (e+ 中 )oe- 季 we 
9 Cn 45 一 


-汉人 国营 - 


40 四 
一 更 [aoc 一 (9x9+aoli(cz -9x9)] 


的 济 别 式 为 办: 


40 
= 更 (8lc +121x 81). 
于 是 c = 土 11. 因此 所 求 就 是 4z + 3y = 士 11 与 直线 4z 十 334 = 16 的 距离 


的 最 小 值 工 . 


练习 6.3.29 | 证 明 : 在 光滑 曲 而 斑 (z,y, =) = 0 上 上 离 原点 最 近 的 点 处 的 法 线 必 经 过 原点 ，( 武 汉 理工 大 学 ) 
证 明 . 由 Lagrange 乘 数 法 , 题 中 点 (zo,yo, zxo) 应 是 
了 (ma = 入 ) = me2 十 22 十 z2 十 入 下 (mh 2) 


前 极 值 点 . 于 是 
=(ao) yo, zo) = 2ro 二 和 AF(zoygyo, zo) = 0，Euy(zo,yo,zo) = 2yo + 和 FF(zoy3o， zo) = 0， 
瑟 =(aoyyo) z0) = 2zo + X(zoyyo,zo) = 0， 有 了 (mo,yo,zo) 一 下 (zo,yo,zo) 一 0 
有 
这 表明 入 本 区 本 全 
了 二 丽 (zoyyo,zo) 丽 (eo,yo,zo) 瑟 (zo,yo,zo) 
En z-zo 1- 如 -=-z 
一 法 线 方程 为 丽 (eo,yo,zo) ”本 (zo,yo,zo) 瑟 (zo,zyo,zo) 
0 一 yo 二 z0 入 
2 


一 原点 代入 , 得 枣 (eoyo,zo) ” 脉 (eoyo,zo) 了 素 (eoyyo-zai 一 


全 原点 在 法 线 上 , 
吕 ] 潭 用 导数 证 明 周 长 一 定 的 三 角形 中 以 等 边 三 加 形 的 面积 最 大 ( 消 华 大 学 )， 


蕴 形 的 三 边 长 为 m, gj z， 其 和 为 常数 2p > 0 则 面积 
S=A/plp-al(p 一 bp 一 


练习 6. 
证 晤 - 


为 求 S 的 最 大 值 , 作 Lagrange 函数 
工 =pp 一 zjp- 切 p 一 z+Az++= 一 2p)， 


和 Fe = -pp 一 2 人 (pp 一 本 + 一 0， 7uy = 一 (p 一 z)p 一 z)+ 入 = 0， 
=-(p 一 z)p- 妇 + 和 = LIx=z+1y+z 一 2p=0 


开 
知 人 az 一 20 一切 = 和》3 之 (pp 一 ap 一 切 (四 一 二 = 入 
pp 二 了 = = z = 三 角形 是 等 边 三 角形 。 
1 区 
一 一 一 ( 周 长 ) ， 
起 


此 时 二 角形 的 面积 为 \/ 了 


在 直线 = 十 y = 工 位 于 第 
工 sw 2 甩 一 入 | 要 天 
学 西北 工业 大 学 ) 的 那 一段 上 求 点， 合 该 点 横 标 的 余 张 和 级 华 标 的 余弦 之 用 各 地 大 并 末 山 圾 大便 (华中 
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2 辐 
练习 6.3.31| 在 曲面 2 + 2 十 艺 -ite>oy>oz>o0) 上 求 -点 ， 


ee 芭 [在 轴 上 
解答 柚 球 面 上 点 (zy 2) 处 的 切 平面 为 =X 十 3 十 了 2 = 1 其 在 2 二 
巴 汪 的 地 小 值 . 为 此 ， 


全 过 让 点 的 切 平面 在 三 个 红盾 上 的 裁 距 平 方 和 最 小 ，( 复 


工 , 全， 这 表明 我 们 是 在 条 作 


工 

的 入 距 分 别 为 元 ,本 :二 
2 天 作 Lagrange 函数 
=1(>0%2>0， z= > 0) 下 求 f(myz) 一 醒 + 杯 


2 是 
2 +2 十 柱 
2 
1 十 理 二 upP+22-1: 
2 本 + 古 本 4 
由 2 
2 =0 
ne = 一 有 +2Xe = 和， = 一 古 +2M ， 
总 
和 As De +12+ 二 -1=0 
23 
和 1 1 up- 二 2- 二 
一 区， 3 入 本 
工 二 泡 
现 1 1 2 生 二 了 而 志 二 2 
1=a2+32 办 2 
全 人 有 WA  V》 2 


故 所 求 为 (3 衬 v 可 


3V5 
sinzsinysin(m 十 2) 入 四 (0< my<T) 


并 确定 何 时 等 号 成 立 ，( 中 国 科学 院 ) 
证 明 。 当 m 十 > 兰 丰 时 ， 
sinzsinysin(e 二 2 <0< 允 
当 0<z+3y<r 时， 


sinzsinysin(z+2) = sinzsinysin[r 一 (z 十 引 ] 


< { 痉 = +siny +sinfr 一 他 十 引 ] 折 (均值 不 等 式 ) 


3 
< 人 | (四 状 数 ) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 副 = 3 一 三 一 到 


练习 6.3.33| 若 吕 >1 及 mm > 0， ?4 > 0, 试用 求 极 值 的 方法 证 明 不 等 式 


十 放 点 (到 中 


2 2 
证 明 ， 设 z 十 1 = 2o, 其 中 a 为 常数 , z;3 > 0. 往 用 Lai am 十 
grange 乘 数 法 求 (ma) 二 在 条 件 = 十 3 一 2 下 的 极 信 ' 记 
一 2 二 
区 二 二 十 Amz+3 一 2a)， 
则 由 
Le = 了 cm 十 入 = 0，Zy = 工 Wm-! 
2 ,LIy=3o TAX=0LI=m+ry-2a=-0 
知 =32 = a, 再 由 
_ mm- 汪 Tv- 
成 2 二- 


知 在 = = = a 处 , Fea > 0，Lazpayy 一 工 zu > 0. 于 是 了 在 = = 4 = oa 处 取得 最 小 值 
大” 二 省 

一 本 一 一 foy)>f(oa)= an -~ ( 生 2) 

2 
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医 2 到 | 
练习 6.3.34 | 用 条 件 极 值 法 证 明 不 等 式 


-za 
 、『 ma 十 za 十 .十 2 
了 ) (> 0 人 一 12) 


亿 
证 明 。 设 ma 十 ,+ mn 一 册 
mn 一 ma, 其 中 a 为 常数 . 往 用 Lagrange 渠 数 法 求 


了 (camn) = 
站 


在 条 件 a 十 十 mm 一 ma 下 的 最 小 值 . 为 此 , 作 


四 
RE 
工人 Mo 二 ma) 


由 
交 二 区 
AOLsisni LIA=m+…+mnna=0 
知 z= 一 na 又 由 (Feimj) 正定 知 了 在 el = ,… = en = a 处 取得 最 小 值 : 
ma mm 
到 + 二 吕 -Ho vanjs yo aa- (时 + 


练习 6.3.35| 设 o > 0 (= 1 2 ,nm). 证 明 : 
1 


证 明 。 往 用 Lagrange 乘 数 法 求 f(al,… ,an] = al .… an 在 条 件 


al  a2 
下 入 
Zal = 一 aa2.…on 一 二 一 0 ， 
卫 
中 工 和 也 
三 本 无 二 提 本 心 * 填 -二 
和 al az2 本 mW。 冯 
知 
入 入 
al 而 二 和 三 二 二 一 二 人 
QI Qm 


.yan) 一 +oo, 我 们 知 了 在 (ao 9) 处 取得 最 小 值 : 


a 
又 mi 一 +oo (1 所 主 和 有 一 1)，an 一 元 时 ，7 了 (al 


mm 
亿 
ezye 站 = 人 (去 有 本 人 
直击 十 


证 明 不 等 式 


_ey Hzlinm 一 zz 一 zz 则 廊 (z) 


(人 > 1 > 0)， (厦门 大 学 ) 


ey+zlinz 一 zz 一 zy>0 
证 明 ， 设 了 (z, 3) 一 nz 一 由 而 人 芒 一 只 一 于是 


ni 芒 >0 二 Te 一 Tenna+ end>ylenm=u 
WElna 加 (mm 攻 >0 一 f(za) = Fe + 人 天 人 由 切 d> (eva) = 0. 


出 到 达 忆 的 光线 , 是 沿 费时 最 短 的 路 线 传播 假设 点 A 和 点 妃 位 于 以 平面 分 开 的 不 同 的 光 介 质 


马 原则 推出 光 的 折射 定律 


费 马 原则 指出 : 从 入 射 
Di _ al = c 为 常数 , 往 用 Lagrange 乘 数 法 求 费时 


练习 6.3.37 介质 中 分 别 为 ua 与 va, 试 由 册 


的 传播 速度 在 二 光 员 

遇 天 余人 代 标 和 设 4(oayaa), B(baypa)) 则 oz,ba 为 常数， 
证 明 。 如 民 IO41 IOB| ， aasec6l _ b2 sec62 
TV1L 机 2 国 21 2 
6i = ce 下 的 最 小 值 作 
tanga 一 02tan 
在 条 佳 友 一 人 庐 二 a2secb1 这 名 secega 十 X(batanga 一 a2tan6l 一 品 、 
1 2 


则 由 
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Tek = 妥 aecBitangi - Xaasec2 6 一 中 
工 ez 一 -所 eceatanga + 和 Xba sec7 62 一 0， 
2 
LA = batanga 一 aztangl 一 2 一 0 
“ 出 | sin 91 
tan6l 。 _tang2 aingl _ singa 一 从 = 纪 玖 ， 
入 一 页 S6c61 ”vasecg2 1 V2 
这 就 是 光 的 折射 定 律 ， 
5， 架 首 为 直 的 ， 拒 道 表面 由 水 泥 砌 成， 为 使 水 泥 最 省 ， 问 应 如 何 选取 积 道 
， ] 


练习 6.3.38| 如 图， 设 并 道 的 横断 面 为 等 厅 梯 形 ， 已 知 截 而 积 为 


的 深度 上 与 用 的 斜 胡 
解答 ， 掉 过 渠道 吧 ， 就 是 两 侧 边 和 底 边 


敬 水 泥 的 。 设 底 边 边 长 为 m 则 


所 E 吕 2 天 = zh 二 忆 人 
二 瑟 |=+ At/ 川 tane 页 tana 
于 是 两 侧 边 和 底 边 的 长 度 之 和 为 
户 引 玉 上 2 卢 
25 tan ct sin Ce 
由 
凡 = -hz2cota 一 csco)esca 一 0 
户 2 
晤 开 
2cotaw = csca 一 2cosa=1 一 ca 一 3 
工 
1 2 5 互 
s+ 忆 (高 -2 遍 ) -on 证: 
V3 V3 3 译 


练习 6.3.39| 求 zs + 妈 -sazy = 0 (a > 0) 所 确定 的 y 一 3(z) 的 极 值 . 


种 营 。 设 玉 (c,y) = z3 + y3 一 3amy 则 由 了 十 配 风 =0 知 

本 z2 一 a 

坟 = = 这 = 5 
FE ar 一 3 


故 y 的 极 值 点 应 满足 =2 = ay 代入 下 (rz,3) =0 得 


m3(z3 一 2a3 
2 20 -oa -0 或 pc 一 238e 一 y 0 或 % 一 2 


但 是 配 (0,0) = 0, 而 在 (0, 0) 可 排除 掉 (看 看 图 形 )， 考虑 (2 于 a, 2 各 oa) 处 , 由 
配 二 两 录 = 0 一 本 =+2Feyuy +Eua2+ 玖 多 =0 


在 e= 呈 w 处 瑟 o 计 韦 只 = 站 如 | = 三 
呆 


一 > 
=2a 。 Q 


知 引 在 = = 2 坦 a 处 取得 极 小 值 3 台 a. 


6.4 ， 隐 函数 存在 定理 及 函数 相关 


本 (zygo) 是 右 半 平 面 (z > 0) 内 任意 一 点 , 试 证 方程 组 
= gz) 切 = (e+Dsiny =wag=(er 一 Deosy 
能 在 Po 的 (充分 小 的 ) 邻 域内 确定 连续 可 微 的 反 函 数 ，( 北 京师 范 大 学 ) 


证 明 ， 由 
av) 侣 器 ersiny (en +1ljcosy 
an,2) 器 咒 ecosy -(e= -1)siny 
一 er[-(em -1)sin2y 一 (e” +1)cos2 而 
及 反 函 数组 定理 即 知 结论 成 立 ， )eos?= -er(en + cos2y) <0 


练习 6.4.2| 设 
下 (wwaDma) 一 2 十 um 十 也 十 z2， Gluww 
9 VD 


Po(2,1,0,-1,0), 又 下 (Pb) = 0 G(Po) = 0. 
(1， 证 明 : 在 (2,1,0) 的 某 一 邻 域内 能 由 方程 组 严 = 
玫 一 了 (utia0) 2 一 gu tb) 


(2). 求 Jacobi 矩阵 -Cr9) | pu，( 上 海 师范 大 学 ) 


Bu yy 10) 


22) 一 0 十 了 十 了 十 工 
， 


0 G=0 定义 唯一 的 一 对 函数 


证 明 。 (1)， 由 


PR 
emG) _ 工 二 


ama) | ea 站 +2m 忆 
= G 村 al 局 G) -= - 
天 隐 函 数组 定理 即 知 结论 成 立 ， 下 | 迹 可 m = 一 3#0 


(2). 对 下 (wu tp my) 一 
2 0 ma) = 0， Gu waumsa) = 0 关于 
二 0 关于 www 求 导 有 有 


Ru+ 了 RefT+TEgu 0 由 

Se+Ge+Gvoe -0 | 2- 和 引 ， 
We ne 
瑟 Gy -已 Ge” 十 生 ， 
ZEoGu 一 玉 Gou 要 oo+2a 


瑟 Gy 一 已 Go 下 +u+2a ， 
加 一 _Rocyv 一 本 Gu _ aeau -1 

本 Gy 一 责 Go ”TDT55， 
= - 瑟 Gu 一 RuGo _ 工 -uaufu+2am) 


EeGv 一 杞 Ga 一 4 十 +2mz 
将 本 (2,1 0 一 1 0) 代入 即 得 


af,g) 

_af9) (7 加 

束 Sm ( 交 太 人)m( 半 卫 )， 
二- 


练习 6.4.3| 
设 丽 数 7(z,a),g(z,y) 是 定义 在 平面 开 区域 G 内 的 耳 个 稍 数 , 在 G 内 均 有 连续 的 一 阶 信号 数 ， 
加 8 
遍 现 一 引 和 一 9 又 设 有 痉 闭 区 域 忆 < G. 试 证 : 在 刀 中 清 足 方程 纪 | 本 二 9 的 点 多 有 有 限 个 (下 汉 大 基 
gr yj 一 


证 明 . 用 反 证 法 . 芳 在 中 满足 方程 组 | 


虽 在 G 内 任意 点 处 , 均 有 


Ttm,y) =0 AR 定理 
5 二 和 的 点 有 无 穷 多 个 , 设 为 {(znyym)}3-:， 则 由 聚 点 定理 ， 
3 mk， (zoyao) e D，st. (enkyynh) 一 (mo,yo)， 


g(zo,yo) 一 0， (32) 


(m,2)。 这 与 


于 是 

a( 广 9) (enkyana) 一 (zoyyo)i 7(znuiymk) = 0 g(znerama) 一 0 To) 一 
1 9. 

leassa) 关 0 及 反 角 数 组 定理 知 在 〔 户 9) = (0, 0) 的 某 人 域内 ，(z, 是 ( 访 ) 的 本 数 ( 志 9) 一 


走 e,g) 


(0,0) (mnayynk) (> 1 


(32) 一 | 
(0,0) 一 (co,yo) 
矛盾 〈 因 为 函数 的 单 值 性 ). 故 有 结论 . 


练习 6.4.4| 已 知 方程 下 (zy, =) = 0 和 Go,yz) = 一 0. 
(1). 在 什么 条 件 下 ， 由 此 二 方程 组 能 确定 一 条 通过 点 尸 (zo, yo, =o) 的 曲线 ? 


(2). 在 什么 条 件 下 ， 上 述 曲 线 在 点 已 处 有 切线 ? 
(3), 在 什么 条 件 下 ， 上 述 切线 平行 于 z 轴 ? 
(4). 导出 上 述 曲 线 自 点 (zo; yo, zo) 至 点 (=l, yi， 


其 偏 导数 来 表示 ). 
(5). 上 述 弧 长 公式 成 立 的 条 件 是 什么 ? (华东 师范 大 学 ) 
解答 ，(1), 车 正 (zo,yo, zo) = 0， G(zo,yo,zo) = 0， 则 由 此 二 方程 组 能 确定 一 条 通过 点 王 (zo, yo, zo) 的 曲线 . 
(2). 车 媚 G 在 点 画 处 存在 偏 导 数 , 且 


实 ) 之 间 的 一 个 红 长 公式 〈 用 函数 开 G 及 


al 玉 G) aBG) alG) 
人 林 , 丁 ,本 ]lm xfGeGwG=lm = { 品 有 允 光 和 全 jarx 
出 徊 线 在 蔬 处 有 切 向 量 二 就是 上 式 ， 而 有 切线 ; 
站 着 呈 oa G) -0 EC wo UnmYG 外 
全 .者 和 梧 “本 MB 
(4)。Po 处 切 向 量 守 夫 和 不 妨 设 记 术 l 夫 0， 风 用 隐现 天 和 在 机 的 亲人 志和 
而 曲线 自 点 (moy yo zo) 至 点 (zlytma，za) 之 间 的 弧 长 为 (不 妨 设 zo < z) 


ma(z),2 =3(2)， 


琵 3 2 「amG)12 
2 4 如 1 工 
ZI 1 + z2 + 2 dz =| 1+ 13EBC7 过 了 REGT dz 
下 四 2 (zy) By) 
如 ?] 


2 VE 二 [加 3 二 [ 竺 3 
s 恒 
zo) 至 点 (el za) 之 间 都 成 立 ， 则 上 述 弧 长 公式 成 立 . 


、 (了 五 G) #0 在 曲线 自 点 (ro yo， 
名. 当 3, 丰 
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[练习 6.4.5| = 0 政 (zoyyo) 一 0， 友 (zoyyo) > 0， 


| 夭 习 6.45] 设 数 Pte, 切 在 点 (aoy3n) 的 某 仓 域内 有 连续 的 二 阶 侦 玫 ， 且 0 二 (所 模 小 (下 汉 大 的 
已 (0 WO) < 0, 试 证 : 由 方程 忆 (z,y) = 0 确定 的 定义 于 0 阳 近 的 隐 秀 数 y = W(z) 在 六 
证 明 ， 由 

Po+PuUy =0， 本 = 十 2Foyz/ 十 Euay 一 0 


知 在 (zo,yo) 处 ， 
Rn(zoyyo) > 0， 


瑟 (zo,yo) - 0， (zzo)= 一 0 


人 本 (co,yo) 


故 3 = We) 在 点 =o 达到 (局 部 ) 极 小 - 


设 划 aa, 功 败 (i 切 在 (aoyao) 的 邻 域 一 :lz-zoh 一 

过 和 二 而 十 beigyn-i)) 则 由 yo 可 依次 得 到 Wai(z) ya(aj yn 

的 唯一 连续 解 .( 大 连理 工大 学 ) 
证 明 


AD 网 < 和 <hilseal<G-NA， 
加 | 所 人 施 列 收 全 ,和 极限 二 数 罗 式 方程 一 z 十 8 


NA<A， 


>1 二 ln 一 ayol=lgmyn-il< (人 一 
中 = lg(my ye) 一 下 (my ak 下) 


可 | = [go + gsyk)] 一 [yo 十 由 my 
= | 风 (a(L 一 ek)yk-1+ekae)| ye 一 如 -| < lyk 一 -| 
< 和 和 lw 一 ayoh， 


mm 二 一 Ht _ 
rp 一 nl< 富 lyk+i 一 sr|< 人 六 wa 一 yol< 证 坟 a zyo|， 
天 一 k= 


和 nm 
站 和 二 一 0 mn 一 oo). 
yn+p 一 yn 一 着 人 了 yo| 一 ( 
则 在 gr = yo + %(m,ayn-1) 中 令 半 一 oo 得 


InaX 
le-=ol< 信 
据 函 数列 一 致 收 伊 的 Cauchy 准则 知 yn 在 lm 一 zo| < 全 上 一 致 收敛 . 设 极限 函数 为 yy， 
za = yo + %(z;3)， 这 里 , 我 们 利用 了 
aan) 一 gz = | 赂 (1 一 mm)yn + Ta lan 一 中 < 和 lyn 一 中 
一 由 (raym) 汉中 3)， 
再 设 = 也 是 = yo + 由 ,3) 的 连续 解 ， 则 
必 = 了 = lg(ma) 一 ga;zl=| 赂 (mL 一 93 +s2)| 一 zl < 和 ly 一 寺 - 


这 表明 = z. 而 y = yo + gm,3) 的 连续 解 是 唯一 的 


设 ffa) 是 完备 距离 空间 (X,d) 上 将 X 映 为 自身 的 连续 映射 , 若 存在 正 实数 列 er 一 9 全 避 。 政策 , 且 


二 
dfn(z)Fm(G) < andlza) 人 >1 myEX)， 
其 中 fmtate) - FUnta)，Pa(a) = fc)， dtaya 表示 空间 中 my 两 点 的 距离， 证明;， 7(z) 在 X 内 有 唯一 的 一 点 6， 使 f(6) 一 (者 
林 工业 大 学 ) 
证 明 ， 设 zn 一 了 7"()， 则 
dzktayak) = det 天 (om) = 二 六 (fo 大人) < akd(7(m),m)， 
刀 十 了 一 工 


dan+pymn) 和 》 dmkHzh) (三角 不 等 式 ) 


大 三 mm 


十 芒 一 
芭 | oj] dflnz) 一 0 (一 oo). 
大 = 姻 
于 是 {zn} 是 (X, dj 中 的 Cauchy 列 ， 是 收敛 的 . 设 极限 为 &, 则 在 zn+1 = 了 (zn) 中 
设 也 满足 刁 = fn)， 则 ee 
GE) = 二) 太 (m)) and(E). 
令 于 一 oo 即 得 dm) < 0 一 上 = 9 这 就 证 明了 唯一 性 


设 函数 flz) 当 a < z < 曲 时 连续 , 并 且 函 数 bg) 当 e < 了 < 过 时 单 
续 ， 
定义 出 单 值 的 函数 y = 和 [7(z)]? 研究 例子 : (1). siny 十 sinhy = z; 全 = Eee， 问 在 怎样 的 条 件 下 方程 b(W) = fc) 

解答 ， 着 (ay 日) c 由 (cs 加)， 由 还 是 严格 单调 ， 则 方程 bfy) = 了 (z) 定义 出 单调 的 函数 = 由 -iT(aj]， 理 由 

z)]. 3 
zeE(o 昌 一 312e(cd st flz)=by) 一 = g1[fol 

这 里 , 7((a; 日 ) c d((c, 四 ) 保证 了 存在 性 , 由 严格 单调 保证 了 唯一 性 . 
=1+1=2>0，y=0 


(D，4y) = siny+sinhy 一 内 (y) 一 cosy 十 | 
> cosy+1>0，3yx0 于 


是 由 严格 单调 增加 .又 由 


二 
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gm 取 a=-e= -ob 
= er 0 
四 0 汪 Te 定 色目 音信 的 了 数 y = ac)l 
于 是 由 严格 单调 四 
ae = Yo， in 写 少 又 由 
知 f(z) = 一 sin2m < ri mg(y) = 0 


3 = 约 1[ 了 7(z)]， 


练习 6.4.9 | 设 


其 中 (0O) = 0 且 当 -aa<y<a = 了 十 由 切 
时 人 过 引 站 ， 
gz) 满足 方程 (33)， 昌 (0) 0 史 仙 ) 连续 并 满足 lg (| < K < 1 证 明 :; 存在 下 > 0, 当 -5 < = < 6 时 存在 唯一 的 可 给 分 前 数 


证 明 ， 设 Rn,a) = yy 二 
9 3) -mm w 
yz) s C1(( 一 5 6))，st。 F(m,y(z)) = 6 Er 全 ee 有 > 0， 据 严 (0,0) = 0 及 隐 般 数 存在 定理 , 3 6 > 0， 
四 的 ye) 是 唯一 的 . 


0 = yln) 
am)， 于 是 广 
)， 王 是 方程 ga) = flc) 不 能 定义 四 单 人 的 二 数 


(33) 


练习 6.4.10 | 方程 = 
引 十 二] 
证 明 。 由 万 =y+en=z 后 二 ”二 工 在 点 (0,1 1) 的 邻 域内 能 理 确 定 出 某 一 变 下 为 另 二 变 琶 的 丙 数 ， 
有 一 本 二 三 maz 
3 + 产 =errz+lny 知 友 (0,11) = 2, 矶 (0,11) = 1 态 (0,1,1) = 0. 于 是 在 点 (0,1, 1 


的 信 城 内 能 理 确 定 出 是 zy = 的 丽 数 或 济 ， 是 。 。 的 站 


练习 6.4.11| 设 y = 
3(m) 是 方程 = = Ry + ga) 所 定义 的 隐 范 数 ， 其 中 常数 K 关 0D， 且 gz) 是 以 w 为 周期 的 周期 秀 数 ， 卫 


风 (g)| < Il, 证 明 2 = 于 + (an)， 其 中 
站 天 ， 其 中 W(m) 为 以 kw| 为 周期 的 周期 函数 
证 硬 ， 设 员 Cu) 二 3 Li |w| 为 周期 函数 


new -areg1 RE 
了 <K+Itl=0o，k<0 
据 隐 琢 数 存 在 性 定理 知 y = 了 (ze)， 且 这 样 的 f(z) 是 唯一 的 . 写 出 
工 一 REFf(z) + (fm)) = Re) +d(F(z) 二 ow) 一 +Rkw =k[f(e) 二 w+e(F(z) 二 避 ) 
念 五 = 了 十 je, z 人 (去 ) = 于 (z) 十 中 一 了 (去 一 Reo) +w, 则 兰 = =+ 由 =). 由 子 的 叭 一 性 即 知 
= 全 = 了 ( 全 ) 一 7(z) + 中 = Te 二 ko) 

ya-- Te) 一 2 

一 %(z) = f(z) - 丰 是 以 bw 为 周期 的 周期 函数 

一 3(a) = f(a) = 丰 十 %(]. 


CRP Er 
设 ae Rn yy ERm， Play,g E Rn， 玉 有 连续 信 导 数 , 一 (本 ， 配 ， ,Pin)， Jacobi 短 亩 | 


,anta)) 是 方程 民 (z;a) = 0 的 隐 范 数 ， 


产 0， 


4= (rz) = (81(m)， ya2(m) 
(1). 证 明 : 
Day(z) = -[DyE(m DeP(za)， 


其 中 Day(e)，DyP(my)， DeF(z;2) 为 年 阵 : 


(ga (a)oa (21)c。 
(ya)， (ya)za (az2)en 
Day(z) = : ， 
(om (gmjoa (gm)on 
(本 )5， (机 )o。 (本 je 
(可 5， ( 西 ) 5 ( 配 )zn 
了 FF(z)y)] 一 ， ， 
(Prm)2，。 (Fnjaa (Prm)on 
(机 和 (本 
( 丁 信 (本 Na CR 
DuyF(z,3) 一 :; 
(Pr 和。 (En)oa (Prm)on 
郊 二 mm 了 时 Jacobi 行列 式 有 el 


人) 证 明 : 当 | = (CD"5G0 Van/ 30 on) 


in 


证 明 ， (IT)， 
(za 一 0(1<is<m) 
一 (及 )aji 十 光 (本 各 (Vs 下 么 有， 1< 了 <m) 
一半 
一 DoF(may) = -DuvF(a, 切 、Py(n) 
一 Dy(z) = -LDvE(m,a)] DeF(m， 切 ， 
人 ). 在 Date,a = -DyPFta, 切 :Duy(a) 两 边 取 行列 式 中 知 
(En) 91 yn) 


寂 商 waey 和 pi 
5 
2 有 En) # 0 即 知 结论 成 立 . 
am，yn) 


设 (ci ,mn) 与 (m 6 ,9n-1) 为 及 ” 由 的 直角 坐标 系 与 球 华 标 


za 一 mcosgl) 

za 一 msinglcos62， 

ma 一 msinglsin 92 cos 6s， 
mn_i=mrsinglsin82'… sin gun_2 cos 9n 一 1， 


on 一 msingl…'singn-1 


(1). 证 鹃 ; 
两 =r2 一 (oz 二 十 +) 一 0， 
瑟 =r2sin26: 一 (zc 十 … 十 of) 一 0， 
ee 
本 三 r2sin261 .sin2gn 1 一 zm 一 0 
本 、 ee Br yzm) 
(2). 利用 上 题 最 后 结果 计算 Jacobi 行列 式 天 ,下 
人 
放 人 让 2 二 么 交 )， 


证 明 。 (1), 由 aa, …， 


(2), 由 
2r 0 5 0 
9] *# 272 sin 91 cos 61 0 
上 5 
5 mn : . 
烛 林 ,， 2r2sin2 9 ...sin2 0 2 singn-1cos6n 一 1 
_ 2ny2n-lsin2n-3 gl sin2n-562 .sin gn-1cos61 cos 92 .cosgn-1， 
2zr1 0 
PP -| :| =2z"ea mr 
alel azn) 
0  … 2zn 


2nrm sinm-l 91 sinm-2 62 .,.singn -lcosgbl cos 682.……cosgn 
及 练习 6.4.12 (2) 知 
aml, mn) (-Dnr"-tsinn 2 01 sinn-3 92 .….sin gn -2. 


tr, 91，… ,9gn-1) 


设 Wo 切 为 了 2 中 的 有 二 阶 连 续 偏 导数 的 二 次 齐 次 函数 : gta, 记 ) 一 切 $(m，) 
(证 末 :的 = z 凤 = + yggo go 一 二 
的 cv 二 0. 证 明 当 zu = 岗 (o: 人 hu = 鸡 (z;a) 时 ,函数 (3) 可 变 成 
的 =。 风 
她 (au) 的 形式 ; 

(3), 证 明 鸣 = mi Wo 一 全 

(a). 试 将 此 结果 排 广 到 R” 空间 ， 

证 阴 ， (1), 对 ta 如 ) = tg(a,g) 对 土 求 导 有 

pzba (tr; 芭 ) + ga(tm 友 ) 一 2t9(m; 2) 


(2)， 设 


令 4-1 得 mgo 二 gb = 24 分 别 对 zy 求 偏 导 有 
ga 十 zun 十 yya 一 2da 一 go 一 mbon 十 yyn; 


boy 十 gy 十 gbayy = 29y 一 和 = goy 十 yy 
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加 ,由 GD) 二 du u = 
下 (aaauU) = md 十 fu， 令 
十 2yduvz 一 Geyuu) = 

一 到 fnv+agvv 一 


(PNG) | an un 
月 HG, 人 | wow。 ww | 9 据 隐 靖 数 存在 定理 
和 捍 yao， 


中 [3) 一 
(3). 由 了 = 7(uwu), ay = g(uwu) 知 3) = 由 了 (usujg(uu]) = 由 Cu 


了 二 
Juua + jue， 0 一 的 
0= ， 

gutuam 十 guua, 工 一 guaty 十 gu 
ou 


1 0 
0 工 


MUm UV 


也 即 ( 


间 。 )-( ) 1 一 
二 一 一 2 
于 是 由 《1)， 
岂 ta 
访 us = 由 co 十 %wgu = 也 包 aa 下 
WUmVa 一 yn amva 一 UVTDz 节 现 芝 .二 
ay 
同 理 ， Yu = 2 


全 。 设 bai, yzn) 为 了 中 的 有 一 阶 连续 偏 导数 的 二 次 齐 次 天数， (tea ,tmn) 一 
ad(zz，… :xn), 则 
介 赂 ,= 呈 略 和 ni 
了 =1 
(iD 设 det (glni) 关 0, 则 当 ua 一 
可 变 成 (ua … ,am) 的 形式 ; 


(iii) 证 明 We = mi 1 和 < mu 
证 明 方 法 同上 , 我 就 懒得 写 了 - 


由 (ci yan) (TS< 和 mm 时 ， 函数 风 (za zzm) 


aa dd 
练习 6.4.15| 设 人 =| 5 基 0， 证 明 ; 对 于 二 次 曲线 ar2 + 26oy 二 cy2 二 2dz 十 2ey 十 了 一 
d e 
d3 _ 
6[(y ) 到 于 
证 明 ， cy2 十 2(be +ejy+az2+2dz 二 了 一下 若 e= 0, 则 
ar2 十 2dz 十 了 了 站 202 
这 一 及 一 
4 一 一 20c+e) gz+h+ 训 Te ”e+en 
3 
aa _ (+e2 do)- 引 =0， 
(ww)- 和 = as ) 
着 = 关 0, 则 EECOERIEUET 
3 = 卫 
_ 
-oam2+ale-oge+re 到 
da3 
格 (7)- PST(bz 一 aclz2 十 2(pe 一 cdjz+ea 一 ec 用 一 -人 = 0. 
练 
练习 6,4.16 设 人 ee 
已 允 se 本 晤 \ 
人 
we = 工 时 的 表达 式 . 
32， 在 二 了 二 工 
末 du ua dzu 和 dv 在 
解答 . 由 恶意 ， 2 人 仿 三“ 沁 
和 + tan 卫 = 了 一 o -yarctan 攻 ， 


0 有 如 下 等 式 成 立 : 


直接 计算 有 


1 工 
am 一 3 am(l1) = 一 2 
和 
ay(1,1) 一 玉 wuy(L TD) 一 二 了 二 3 
到 
umz(1,1) 一 1， uaa(l,1I) 一 了 
1 
uv(l,1)=0， uay(TD 一 一 2 
1 
uay(l1) = 0 Vuvy(L1) 一 了 
于 是 
dz+d 

du(l1) = un(bldan+auy(l1l)ay 一 二 上 
-2dz+(2+r)dy 
dsGD = un(Daz+tu(h1lDdy 一 允 王 和 人 本人 


dau(l1) = ua(l 1 dm2 + 2uay(1 1)dzady+auwy(l1) dy2 = dm?， 
d2u(1l,1) = vzn(1,1) da2 + 2uay(1,1) dm dy 十 uay(1L IT) dy 一 加 


函数 u = um) 由 方程 组 


= fooz，g(myz) = 一 0 hzaz) 一 0 


定义 . 求 -一 和 
证 明 , 由 uC 一 0，h(tm,ay,z) = 0 知 


ga 十 gy 凡 十 gzz 一 0， hz 十 Ruy' + hzz 一 0. 


于 是 
本 _gzhm 一 gzhz 一 _ gp 一 gyhm 
gzhy 一 gyhz” gzha 一 9y 有 = 
du ， gphae 一 gmpz gm 一 gyphz 
之 -一 = 十 二 二 
本 = 如 0 思 - 扣 ggvhze “gzj 一 gyRz 
又 由 


go 二 gagf 十 gaszl 十 (gw 十 gu 十 guzz0) 了 1 
二 的 狗 十 (ge 十 gcyf 十 gzzz)z 十 gzz 一 0， 
aa 十 hey 久 十 hmzz 十 (ham 十 Ha 十 hyzz 下 
十 彤 y37” 十 (hzz 十 zy2 十 jzzz)z' +hzz 一 0 
可 用 Crame 法 则 求 出 几 ， zx ， 从 而 
d2au 中 
1 所 = 十 丰 0 十 友 z 二 (fo 十 + 有 sz) 中 十 有 


二 (天 as 二 记 十 玫 zz)z 十 天 2 一 


练习 6.4.18| 设 -对 一 变 换 开 | = = zw 可 在 万 上 具有 连续 的 从 导数 sa 区 ， 且 行列 式 2 过 0 则 字 将 z 下 


3= (wo) 
而 上 由 分 和 光 浴 闭 曲线 图 成 的 闭 区 域 九 变 成 zy 平面- 上 相应 闭 区 域 刀 ' 且 其 边界 也 是 分 段 光 滑 的 闭 曲线 . 0 
证 明 ， 设 C := ubb，w = (是 wu 平面 上 的 分 段 光滑 闭 曙 线 , 则 存在 : 圈 二 WrRHiRR< an = b st 
Ca((ai_iyai) (Li 和 mu(a) = utb)， aa] = a( 昌 .于 是 z 芍 = (uiu 罗 )， 3 的 = yu(ttu) s CC(ai-lyai)) da <i< 和 nm)， 
afa) = ya y(a) = yt). 于 是 工 (C) 也 是 zy 平面 上 的 分 段 光 滑 闭 曲线 ，C 围 成 的 闭 区 域 刀 也 相应 的 变 成 T(C) 二 成 的 闭 区 域 也 


记 ()， 户 (加 …， 友 Ge) 是 定义 在 [a 避 上 的 连续 函数 证明: 户 (o), 和 (oa ,有 (am) 
朋 征 无 天 的 元 要 条 件 是 行列 式 det (oj) # 0, 其 中 罗 人 的 


b 
ci 上 Ha) 广 (o) am， 
证 明 ， 一 : 


亿 


aaj5=0 (1L<is<m) 


一 0 一 名 态 (z) 方 人)5 dz 一 【| 冯 (a)dz (L<i<m 


开 5 [nm 庆 
一 0= 》 庆 厂 方 (m) dz = 了 多 
饼 人 阳 他 | ) 人 | > aa] 必 下 二 『 蜂 oaa 
”1135=1 


一 人 0 及 四 =0 (as 所 
名 8 四 (人 和 mo， 轴 (m) 线性 无 关 ) . 


最 性 方程 织 只 有 零 角 ， 而 系数 矩阵 行列 式 det (ou 


生 : 


订 ] 关 0， 


2 1 方 (z) =0 (ao<zs< 昌 


站 一 工 
>0= | 写 四 | 六 
丰 想 了 (z) dz = 小 下 (m) 有 (zz) dm 一 呈 adjilj = 呈 ai (Si<m) 
EM 人 人 


这 孝明 户 (z)，，…， 加 (z) 线性 无 关 ， 


元 函数 组 %a (oj, ga(z)， ,ntz) 在 区 间 (ay 日 汪 线 性 无 关 , 则 


中 im) am) 2 二 
nm) 
下 
， =0 (ee(owb)， 
Do De) RD (am) 


证 明 ， 题 日 有 问题 : 假设 应 
避 题 : 假设 应 改 成 bx(z), az(z)， ,dm(a) 在 区 间 (ab 上 线性 相关 ， 此 时 ， 
3 
人 (ea yen) 关 (0,… ,0)，st, caga(z) 十 十 cngn(m) 一 0 YE (ab 
elai(z) 十 .…+cngn(mz) = 0， 
ci 和 (zz) 十 :… 十 cndy(z) 一 0 


人 cagi (Ga + +cngg bm) = 0. 
对 六 maE (au 昌 ， 上 述 关于 cl.… ,cn 的 线性 方程 组 都 有 韭 零 解 cl,… ,cn， 而 系数 算 陡 行列 式 不 为 堆 ， 


练习 6.4.21 | 证 明 ; 


函数 独立 〈 即 函数 无 关 ). 


rcosgcos 册 3y=rcosgsinb，z 二 一 rsing 


证 明 . 直接 计算 出 
5 cosecos 由 -rsingcos 由 -rcosgsin 由 
人 osgsin 风 -rsingsin 由 mcosgcos 几 -= -racosgxo (r> 0， lel < 工 ). 
本 sin8 Tcosg 0 呈 
于 是 愿 中 函数 弓 在 > 0， lel < 于 上 函数 无 关 . 
练习 6. 汪 22 | 讨论 下 列 函 数 的 相关 性 : 
z 二 也， 共 二 的 二 一; (2)， 也 也 将 
村 一 了 工人 


(二 二 2 一 2 z 一 3 
= 一 0 类 是 中 冰 到 纪 负 娄 相 关 , 


解答 . (1)- 由 EE2 了 蕊 二 


(2)， 设 题 中 函数 组 为 蕊 up 则 由 
1 一 3 一 乞 王 严 
Way MLz TEE- 人 = [EC (zy 
aluut) 证。 测 芝 ,| 这 由 YY |- 1 3 
| 区 
am ay [二 人 半 2 Ts 2 可 
知 wy ui 函数 独立 . 


习 = War3)， (m, 功 ER2 中 的 函数 w 有 处 处 连续 一 阶 偏 导 数 ， 又 当 记 克 = (uu), 王 一 (2 


练习 6.4.23 | 设 函 数组 | 必 = um, 切 
数 C > 0, 使 得 对 于 任意 的 已 < R2，Pa E R2 成 立 不 等 式 |W2 - V| > CIPaz 一 已 |. 这 里 


|wl = VE 了 一 V/ 矿 二 本 时 存在 
证 : Jacobi 行列 式 lu) “0，VY (za ER2。 (武汉 大 学 
好 为 与 刁 相 对 应 的 点 址 一 二 人 5 4 (武汉 大 学 ) 
Wo) ER2，s 尼 泡 切 en 2o) = 0, 则 


证 明 . 用 反 证 法 . 若 (ro， 


ua(roo) er _ 和 0 
ua(zoyyo) wy(zo'yo) 4 0 
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有 非 零 解 (mg)T. 考虑 已 (zoyo) 瑟 书 (=o 十 R wo 十 世 ) 人 = 1 2 ),， 则 


[入 - / 亚 + 现 ， 本 
| 丁 一 号 |= 名 半 忆 二 


Eee 府 天)v(yo 中 区) 


2 
1wWa - Wal = Neeo+ 天 到 中 区 二 weoyoP + or 二 大 加 二 大 也 ) -wovyo) 
5 
[eeooR+r seoso+e (到 
ha 
十 [eeo wo 过 二 ww(moyao)j 其 +o ( 室 富 ) 
va 下 人 E 
= 庆生 | =o[ > 下 
据 题 意 ， 
5 十 
(mwl>om-m 
o( > ) 本 
Js SR 
一 VE >C=o>C 


这 是 一 个 矛盾 . 故 有 结论 . 
芭 都 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 证 明 行列 式 


顷 司 6 本 24]| 设 w=u(e 加 au = aahs 和 aasb at 一 z(s， 
lunm) az) 


au aua)elma ao az) 1 
sb 一 aa) (st ayz) as 2) 50s 芭 ” 


证 明 . 记 ml = zz2 = 2 ms = 2 则 
中 3 此 j 
一 tsut 一 tttta 一 总 aaimiia ，》) uajmJit 一 umimat 汝 aaj7a 
衬 一 工 了 = 工 


Bluu) | us 了 
as, 诉 Da 全 放 1 51 
电 2 | 
= uaiuai (ziiaajit 一 jaait) 一 多 umiueas(mjatit 一 iayjt) (2 了 对 调 ) 
二 定 1 
1 3 
壮志 沉 (uasuaji 一 Lai wai)(miia25t 一 hat) 
1 
= 多 (urivai 一 um as)(aiis3jt 一 了 7ayit) 
1<iE7<3 


(前 一 式 子 中 每 项 对 调 问 了 后 与 原 项 相等 , 旦 当 宇 = 了 时, 项 = 0) 
- 也 au alaimi) aa 可 |， au 全 algz) ， Btuu) (zz) 
本 Hai as 和 ao) als 明 ely 了 ) as 站 ”aziz) ls” 


1<:<s 


6.5 ”方向 导数 与 梯度 
练习 6.5. 工 | 计算 函数 = = In(z2 + 22) 在 点 Po(zo,ao) 沿 此 点 的 等 位 线 垂直 的 方向 上 的 旋 国 尘 头 it 
解答 ， 过 点 Po(zo,yo) 的 等 位 线 为 In(z2 十 22) = ln(z3a + 323)， 与 其 垂直 的 方向 就 是 其 法 方向 
2zo 22o0 = 


grad z|(=ovyo) 一 [5 码 + 鹃 
吕 


和 全 | ?2o 有 
将 其 单位 化 为 ma = 」 -天 2 一 ,一 天 生 一 | 于 是 所 求 为 
Vs+ 吧 Vzo+ yo 
2zo 232o _ 2(ea +328) 和 
eradz.m=1 本 可， 一 可 可 | 0 0 
到 + 姐 + 几 LVea+ 骨 WU (ea 上 28) Vi+ 双 


1 浊 响 ) 厦 P( 生 ， 妃 ) si 遇 + 号 = 1 在 此 点 的 内 法 线 方 向 上 的 导 孝 . 
和 十 


解答 , 曲线 巧 字 + 路 = 工 在 卫 外 的 内 法 续 方向 向 弛 为 { 计 ass 全 直 于 是 所 求 


症 十 证 


本 二 到 二 
can 仁 至 -个 je 位 二 _ =-\ 仁 讨 : 刀 s 遇 7 于 
a3 ”日 全 平王 ab 1 2 二 
三 十 去 + 二 


后 
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设 呈 = fa 本 为 二 次 可 微 函 数 ， 关 


D2 
骨 答 . 综 = gradu 1 us oos 若 cos ce cos B, cos TY 为 方向 的 方向 余弦 求 二 芋 - 吕 ( 
芝 cosB+atccosmy 


92u 

二 Bu 
ad (一 
BL2 ( 双 ) 7 


{aeam cos ce + aa cos 四 + use cos 


Tuay eco 6 月 十 urzcosT] 
- {eos ou cos B, cos 直 my cos ce 二 ay cos 月 十 tsy cosTittnz cos ct 十 ty= co8 月 十 电 r 


一 ua cos 
mm CS +aymcosGcosa 十 tzam cosT cos 
十 也 
my coscecosD 十 tuyyecos2 是 tuzy cosTecos 有 


十 Muzz cos cccos 了 十 ca 2 
也 S 
日 cosT + tuzz cos2 直 . 


一 一 3 
车 记 zl1 = ，P2 一 W，m3 = z，al 一 oo az2 = DB, aas = 让 则 上 式 可 简单 记 作 六 tinimj cos Cai cos Cj 


人 
练习 6.5-4| 设 v = (aa 2) 为 二 次 可 微 丽 数 ， Da ,1a,18 为 三 个 划 直 的 方向 ， 证 明 : 


辽 2 2 交 

站 人 】 + (全 ) + ( 译 ) _ (8u 亲 se 
ll Ba2 Blas Bm By 一 
Bu 6zu ， gb2u pb2u 382 2 


_ 的 

0 三 + 王 + 证 一 55+ 5 
1 

证 明 。 (1). 由 题 意 , 已 = | ,2 | 是 正 交 矩阵 .于 是 
La 


区 IT、 一 村 
(全 ， 基 ， 荆 ) (grad ulf gradu 三 ,grad 3) = gradu( 开 ,, 大 ) = gradvPP 
工 2 3 


2 

(su 和 (pu 到 二 | -graduwPTPgraduz 
5 al2 as aala "Bls 蜗 
豆 3 


BuN\2 au (au 
-eradueradaw7 = (和 ) + ( 吕 ) 上 NE 


(2)， 记 zl = 了 z2 一 73 一 2 1 = (Lily lizytis), 则 由 练习 6.5.3， 


3 
基 3 3 e 
太 D2 刀 这 D2u 芭 》 umjmktizlihk 一 六 Lizk 闷 LiR 
8 5 3 131 人 
3 
一 2 numjmkeOjR 人 时 本 帮 sr] 
让 
大 = 工 


3 B2u 82u 上 62 也 
本 3 num 一 
了 =1 


和 而 z+P+ 22 = 工 上 点 Po(zoyyoyzo) 的 外 法 线 的 方向 导数 ， 并 问 在 球面 上 怎样 点 上 导数 
求 函 数 凡 = 卫士 % 十 季 


要 下 
取 : (1 最 大 值 ; (2) 4 人 = 1 ，{zoyyo,zoj=z0 十 0 十 2 于 是 当 Po 在 站 面 z+y+z- 0 时 号 -0 
证 明 ， 所 求 55 一 grad tt 下 


一 一 1+2Xy 一 
最 小 值 . 我 们 引入 en 十 42 二 22 一 1)， 商机 各 人 
取 地 六 和 二 
在 怎 伴 的 点 上 2 2 


1 时 ， 呈 取 最 小 值 . 


村 9m 


1 -0 和 Az0sa=y-z=a=-y-x= 寺 太 本 入 光 
0， rs =1+2Xz 一 下 


汉 2 取 季 大 依 ; 当 一 2 三 


7 多 元 积分 学 


7.1 含 参 变量 积分 学 
练习 7.1.1| 设 ro =- 人 其 中 ta) 及 其 导数 和 y(z) 在 闭 区 间 0 < = < a 上 连续 ， 证 明 : 当 0 < < 时 有 


Va=m 
丈 ( 乓 二 2 + ”We) ad 
用 
证 明 .“ 
Ia= 角 2 -| 3 人 dt = cb， ， ， 
二 1 由 ab) 出 (at) 1 记 (有 多 
Ta = 二 二 上 2 ,AT 站 呈 由 = 一- 夺 weoavIE+vG 负 于 dt 
本 (ob 
二 点 [ (0) 人 ady'(at)VI al + va 雹 生 二 dt 
和 1 (ve webat-s 1 (og d 
vE + 人 Eeeod- 蜗 +va 和 
全 
=- 2 + 有 Au (at = am) ， 
[练习 7.1.2] 在 区 问 Da] 上 用 线性 函数 o + bm 近似 代 普通 数 7(z) = m?， 使得 「e 十 bm 一 az2) dz = min， 
3 


2)az = 人 (so+6b 一 13), 瑟 = 人 2(a+bz -zaja 


dz 4 8 
由 亚 一 丽 =0 知 工 的 稳定 点 为 = -了 ,b=4. Ta Joe 5 显 2e - 正定 
b 的 稳定 点 为 a 天 二 光 又 由 让 人 2mda 人 eaza dm a 且 定 知 


3 
解答 设 ra, 中 = | (e+ bm 一 2) ?da 则 积分 号 下 求 叶 有 To 一 人 e+rie-s 


= 一 卫 ,6 = 4 为 工 的 极 小 信 点 ， 而 也 是 琶 小 值 点 ， 此 时 a + be = 4 一 旺 (二 蔚 ， 加- 总. 


到 arctan(atanz 


练习 7.1.3| 计算 积分 (1). 要 这 人 sin2 me 十 b2 cos2z)dz. 设 ab 基 0. (2). ma -zaecose+ oa (3). 
0 tan 


(4). sin 忆 引 到 二 z” du。 (5)， 上 arctan 人 dm， (>0) 的 


解答 ，(1). 设 IT(a,b) = 上 ln(a2 sin 0 z) dz, 则 当 a> 0,b> 0 时 ， 


亚 2asin2 mr 上 2atan2 m 2 52 王 
了 = 这 dz 一 一 一: 一 一 一 ds (atanz=3 
学 相 到 Sinzz 二 bcos2P 本 tan5z 十 到 。 瑟 + IT (3 《 ) 


2 


oo 用 2 oa 本 本 

= 了 (s2 十 b2)(s2 十 a2) 人 到 2 本 十 友 于 
2 洛 工 3 股 工 3 2 开 

= 一 一 一 | 一 2 sdz-o| 一 一 一 > d 一 | = b 一 a) 一 == ， 

| 1I+( 人 2 o 1+(2 > a 机 二 而 人 )5 Q 十 了 


0 
下 二 训 志 me da rnta+ 昌 + 一 大 lnb= 人 ln(b2) db = Tb = 天 ln(a 十 昌 十 后 
也 十 已 


汪 玫 


全 fb= 一 mln2 一 Tab) 一 Tln(a+ 昌 一 Tln2 一 不 In 
又 Ka, 日 关于 ab 均 是 偶 琢 数 , 而 对 一 般 的 ab 夫 0, 有 Ia, 昌 = n 二 症 . 


(2). 设 TI(a) = [ ln(1 一 2acosz+a2) dz, 则 


工 一 a)] = 上 ln(1+2acosm+a2)dz 一 上 ln(1 -2acost+a32)(-dtl)=Io) (一 m= 直 ， 


2T(a) = Ia) + 工 一 oa) = 『 ln[(I 一 2a cosz 十 ar2)(1 + 2accosz 十 oa)] dz 


『 ln[(1 十 a2)2 一 4a2 cos2 z] dz = 人 ln(1 一 2a2 cos2z + a4) dz = T(a2). 
0 

于 是 T(0) = II) = 0， 

0<aw<1 人 Ta) = 3r(e9) 一 吉 rtoz 


a>1= 一 Ta) = 下 os dz= arina+I( 二 ) -2mima 


适 | 0， lels1 Ca =ra). 


2rlinlal，|al > 工 


=…= 去 Te 一 0 一 四， 


的 典型 问题 与 方法 练习 解 知 


张 祖 锦 编 : 斐 礼 文 数学 分 析 中 


(3). ra) = | 到 Setan(latanm) 
tan 辟 dz, 则 T(a) 是 奇 函 数 . 当 c > 0 时 ， 


了 (ar = 人 1 
0 stanz5dn= 上 工 


到 
时 人 o Id (atanm = 相 
人 习 ， 
工 1 人 aid- ET (o 生 3) = 5 
人 上 上 工 提 da 一 三 In(1+a， 
一 至 ln(1L 一 
nr-| ee 
da. 他 in(l+a， aw>o 


人 人 人 3 上 7 dj dm = 『 [由 ay sin 人 3 dz| uy 
-人 |[。 ER 人 人 3 | 


本 人 二 Gy (分 部 积分 两 次 ) 
了 b 十 工 至 
ww: dz = arctan(b 十 1) 一 arctan(a 十 1) = arctan ECOEET] 


(aretan z 一 arctang = arctan 开 二 了 ) 4 
十 zy 


(5). 


工 
原 式 = <“ 人 arctan \ 有 at (re 一 ct) 


汪 二 
和 ws 人 二 E -st=- 抹 画 ) 


工 十 s2 工 十 二 工 十 s2 
工 工 一 s2 等 工 一 taaz1 
一 cx = 一 一 ds| = 工 一 tan “ ,sec2bdg (5 一 tang 
国有 开本 工 二 号 ] = scca6 《 ) 
于 


玉 
| cos26 一 sin edo=-a | cos2gdg = 全 . 
0 0 2 


知 司 FTL4| ya) -二 三 costnd 一 =sin 央 d 为 阶 Re 函数 ， 试 证 : 
练习 了 .4 | 二 | 
厂 Jo(z) dz = zi(m)- 
0 
证 明 。 题 上 日 有 问题 . 要 证 的 结论 应 改 为 tott) dt = ema(a)- 


< to au- 引信 cos(-tsin 内 aa 人 引 cosl( -tsin 遇 一 馈 d 由 此 
一 下 让 cos( 由 一 上 sin 由 ) cos 由 Gd 由 dt 十 人 直人 sin( 中 一 tsin 中) )si 余 4 岂 则 十 用 吉 呈 ， 
| 业 | cos( 由 一 tsin 内) d[( 由 一 tsin 中 ) 一 由 dt 


瑟 = 
本 罗 人 cos( 风 一 tsin 叶 )al4 -tsin 明 dt+ 上 下 人 cos( 由 一 tsin 央 dd 
| sin(b -tsin 骨 ldt+ 瑟 = 了， 
D 
『 ae sin( 的 一 tsin 风 tsin 由 dt 一 下 db [ sin( 风 一 tsin 由 d( 四 一 tsin 时 


『 人 tdcos( 由 一 tsin 内 = 上 |*eeste 一 tsin 风 上 8 一 下 cos(b 一 tsin 用 志 ad 
[「 ceos( 几 一 zsing)d 由 一 林 上 cos(lg -tsinH)ddt = rzJi(z) 一 嫩 ， 


了 呈 ai(z) 一 ] = TmeJa(z)- 
= 上 因此 一 再 十 区 


Ha ， 13 
练习 7.1.5 证 明 积 分 | zsin 人 (了 


_ Xz) dm 是 A 的 连续 函数 ， 


证 明 , 写 出 
五 瑟 
上 msin(za _ Xz] dz = | [sin(na) cos(Xz) -costaa) sin(Az)] an 


1 
二 = [ 广 Sa) docslea) Ca dsinfe 可] 
B[_Nsi 
-六 [ Casa 国 se] an 总 了 Psea 旺 | sinte5) az 


一 涡 交 7 


让 互 
坊 澡 > 六 2 as(aaja 一 | Sm sin(zs) dz 


三 要 网 aa dsin(z3) + 3 aaa deos(zs) 


工 和 Xm 十 沁 区 
本 人 e+)E28+ [ SCe 一) ao+ Dias]， 
人 


入 (Xz 一 = 下 入 cos( 入 3sin( 和 一 和 sin(Xz) 3cos(Xz) a 
冯 并 二 [ co at ar 和] )d}， 


cos(Xm 十 mx3) 


可 Fa 


呈 一 3 入 cos(Xz -rz3) = 
&+[ Sem: mu 入 ( 公 


1 
| 0 人 
所 5 


-| [ 知 - 2app9] intaa) 一 aoa 四 aeef| oosoa)dn， 


3 3 
现 _ 工 [cos(X4 十 43) mcos( Ar 一 ra) ， 入 cos( 4 一 43) 
网 msintzs - Xz) dz 一 一 仁 和 再 人 do 
_ 入 和 cos(Xz) 3sin(Xz) 淹 本 = 一 Asin(Xz) 2 |] costes) az] ， 
3 Ja 3 3 5 3 
古 ， 工 二 7 II 2 ， 当 |A| 有 
3 要 入 | 有 界 时 
人 xdz|< 到 信 | 襄 dz+ 卫 5+ 导 | 且 + 均 邮 o (4 一 +oo 当 || ) 


于 是 TCM) = 由 =sanees _ Aa) dm 关于 || <m (Y mnE +) 一 致 收敛, 而 T(A) 在 二 mm] 上 连续 . 由 mm 的 任意 性 即 知 T(A) 在 整个 及 


上 连续 ， 
练习 7.1.6| 证 明 积 分 三 。 -tu2 sintdu 在 E [0, +oo) 中 一 致 收敛，( 武 汉 大 学 ) 
1 
证 明 ， 令 V 取 = 册 则 | 太 。 et ”sintdd 二 | 加 er sint- 吴 疏 | dv. 对 Ye> 0, 由 
tA 
和 
0， 站 ev du = 由 ea 二 
2 (oa 
。 -tu2 sintd |< E 三 一 dy <e 
ar>o stost<sm 4>o=|| sintdu| 入 | 由 可 


x 由 三 sdo- 交 < oo 及 天 攻 限 积分 收 作 的 定义， 


二 全 
aao>ost4>4a= 志 上 er” du < E， 


ma 
于 是 A > 4o 一 上 et sintdu <e. 
AAA 


1 _sinom_ 在 


证 明 ， (1D)。 积 分 站 eras 在 (0 <ja < wb 上 一 致 收敛 , 在 a > 0 非 一 致 收 黎 ，(2)， 积 分 [ 交 当 


0 < a 么 1 上 一 致 收 修 ， 
证 明 ， (1). 当 (0 <)a< as<b 时 , 令 am 一 扬 有 
no mn 
三 -ea ertidi=-era4a<era40 (4 一 o， 
c 4 
而 夏 ”ae -aa 在 (0 <)a < ab 上 一 致 收 伊 , 当 ac > 0 时 , 由 
D 
aco=er:>ovY4>0aa=- 到 > 0 st 直 


知 人 aer-ce 在 a > 0 非 一 致 收敛. 
出 1 sin az ca sin cc 1 sin cem 2 = 五 二， 其 中 五 ,了 均 以 a 为 瑕 点 . 由 
(2) 


o VIla 一 了 | 一 VE avVz 一 
asin ae 二 一 0); < < “各 
十 屿 和 Wo 中 和 志 < 0 
徊 人 9 < a < 工 上 一 致 收 化 ， 

二 


练习 7.1.8| 7(a) ; 
) 在 [0， 是 
十 o9) 上 可 积 ,me = 0, +oo 为 奇 点 证明 lim 下 orenf(a) dr = 人 厂 j(a] dm， 
一 0+ Jo D 


( 示 北 大 学 ) 
证 明 ， am 本 沁 

对 间 定 的 me [ooo) 关于 单 Taz+ 人 sflejane 三 + 有 | Te 收 多 机关 交 盖 和 

下 调 ， 且 有 -- 臻 的 并 1 扩 Abal 判别 法 知 五 ,Ja 区 关于 ae fo,co) 一 到 收 笋 ， 而 可 积分 号 下 取 极限 ,结论 得 


练习 7.1.9 
y(m) 在 We +o 
[+eo) 上 和 连续，| ”eta) da 绝对 收效 证明: 


RE 本 
证 证 二 ) ean-yo 厂 da) dz， (江西 大 学 ) 
全 -ralleemlas+al 所 elas 


VC 全 
| 全) d(z) dm 一 了 (0) 三 由 (m) dz| < 


吕 


么 和 on 
GT 人 olde+Hal 人 elae 


< 二 17Gb 一 yo l@(zjldaz + 1F(o)l [ea duz0 一 o)， 


D<ts 


最 后 一 步 是 因 ; 一 连 
后 因为 了 在 = = 0 处 连续 及 上 |@(m)| qz 收 全 


练习 7.1.10| i 9 am 十 1 
证 sim 上 号 Ter“= dm= 卫 (长 春 地 质 大 学 ) 


证 明 . 
9 az 十 工 op 一 am op 一 am oo oo 工 
san= 人 2 --| -2 dc“+| erce da 
6 xz2 二 工 风 + 儿 二 TITam 。 远 +IL o@ 到 上 1 
_ 0 荆 一 到 2 二 『 1 而 oo 一 cm 吕 
TY 下 十 er-czdz 一 2 At 
0 (1 十 2)2 oo 呈 +I 加 人 [ET 


有 1 
由 上 互 二 到 三 dm 收敛 知 其 关于 w E [0, oo) 一 致 收 和 化 | ee 对 闫 定 的 a E [0,oo) 关于 = 单调 且 有 一 致 的 界 1， 据 Abel 定理 ， 


居 呈 ec 
| 8” dm 关于 ae [0,o) 一 致 收 伊 , 而 可 积分 号 下 取 极 限 


三 二 1 
十 2 工 o0 一 ce oD 
lim 2 二 zero dm- 2 lim -edz= 于 二 
:emof+fJo 2 十 工 ao+ Jo (zz2 十 1)2 0 (ce2 十 本 )2 
芭 记 
主 [ -sec2gdg 人 一 tang) 
。 


-2| cos2 0d6 = 人 1+ecos28d6= 工 
0 0 


练习 7.1.11|] 证 明 P(p) = 人 二 da 在 (0, 2) 上 连续 ，( 北 京师 范 大 学 ) 
。 本 
为 瑕 点. 对 Y0O < < 委 呈 私 


NS 


晕 sin Sin 代 
、 er ER 皇 开 导 也 习 由 叶 
证 明 . (p) = [人 元 半 二 oj 二 dz 十 是 于 R 二 527 zz 三 五 +T. 以 0 为 瑞 点 ,T2 以 交 为 瑕 点 . 
2=e<2 由 a 2\2-P 12-e 
相 sin 他 下 2 
| 二 一 [ 
上 PP(r 一 2)2-? 人 De (可 ) 一 2 提 2 二 E“ 人 


sin 了 Sin 芯 2NP ?ie 
卜 _， 环 呈 二 四 27 二 圳 - (一 相 p 雪 - = 对 < 人 ) 全 人 


刀 和 2 一 < 上 上 一致 收 敛 , 而 可 积分 号 下 去 极限 ， 是 连续 的 . F(p) = 五 十 妃 在 Ex<Dp<2 一 < 上 也 连续 . 由 e>0 的 任意 性 


知 五 ,到 在 < 科 


即 知 结论 成 立 . 
证 明 函 数 Ptc) = 人 ”” 旬 3 dt 在 区 间 [0,+o) 上 连续 在 (0, +oo) 上 有 这 续 孝 / (区 门 大 学 ) 
in zt 改 本 sinot 时 
一 困 ai<| 去 远 2 基 别 让 妈 知 | 带 # 在 me [0,+oo) 上 一 致 收 丝 , 而 连续 
对 yw>mze[aeoh， 
sin 2 二 加 二 cos mr 二 一 过 本 
全 光 - 综 车- 
4 1 ee 
人) 二 汪 了 全 且 关 于 me [cu oo) 一 致 直 于 0 
A |sinz4 一 snzl -2 <- 2 
上 coszt dt 二 
ee] 3 蜂 志 (中 学 ) 区 Hoo sin at 
aes NE 有 ( 辣 十 记 I++ 让 /= } II 让 到 化 ,而 Fa) = 上 耻 生 此 
关 且 导 函 雪 连 续 . 由 a > 0 的 任意 性 即 知 Ptz) = | 。 35 df 在 (0,+o) 上 有 和 连续 导数 
0 


) 上 可 积 分 引 求 号 


在 me [co 0 


设 ba)， 7(z) 是 连续 数 , 且 3 忆 > 0, 当 |z| > 忌 时 ,gtz) = 0 证明: () 当 一 中 时 ,有 7 (二 ) 二 oa)y7o)， 


-<m < Hot (9) 若 还 有 ”dlo)az = 卫 骨 Jan 六 najfta) dz = 7(0)， (武汉 大 学 ) 
证 明 。 (1)。 


sup|e(e)7 (三 ) - etc)7(o)| = nuleal， 杰 () -ol| < se aa 和 7 罗 一 TO 一 全 一 可 ， 


后 一 步 是 因为 了 在 = = 0 处 连续 ， 
(2), 由 (1) 知 


im [人 (nz)f(z) dz 一 yo)] = im 伙 由 (mp) 了 ( 司 de 一 (0) 下 中 人 吉 


只 (了 仁 ) 一 7f(0)dt = 0. 


设 对 任意 自然 数 mn，fn(z) 在 [a, +oo) 上 连续 ， 且 反常 积分 必 加 人) dm 关于 一 致 收 状 ; 对 任意 M > a, 在 [a,M] 
上 , 有 轴 (z) 二 7(z) ( 当 一 oo 时 )， 证 明 ; (1， 反 名 和 分 |” fa) dz 收 伊 ; (2)，Jina [ 加 () dm -全 了 (z) dz，( 武 汉 大 学 ) 


证 明 。 (1). 由 三 加 (az) dz 关于 mm 一 致 收 仇 知 


AAA: 
4a>4>4o 1 [ “加 (al 二 
Al 3 


Ve>0,34o(e)> 0，s.t， 计 吧 出 


又 在 [a, 42z] 上, 有 记 (z) 7(z) ( 当 一 oo 时 )， 而 
了 > 


3 Ni Al A: 本 志 击 。 
你 区 ) 台 


} 一 | 和 四) 一 To < 52 二 AT 


于 是 
一 41) 十 


42 Az A2 局 EE 
42 > 41 > 4o 一 卜 了 (z) da 所 卜 lz) 一 jiv(m) dd 卜 Jiv(z) dz| < 7 电 运 
据 Cauchy 收 级 准则 知 反 常 积分 ”la) dm 收 全 
(2). 由 三 所 (zj da 关于 于 一 致 收 线 及 (1) 知 
ve>o0, 3 4o(e) > ay st， 由 了 (四 dz < 和 上 各 da| < 二 nm>D， 
又 在 [@, ho] 上 , 有 太 (o) 二 Ja) ( 当 半 一 四 时) 而 3 N > 0，st， 
A 基 
二 > N 二 | 太 (z) 一 Ta)| < PR 一 仆 ”fn@) 一 flajdz| < 三 
4 oD 
=| 太 md- 让 凤 <| 广 二 -yo 吉 让 如 oaaj+ 
上 必 民 史 


+o + 中 
这 就 证 明了 im [ 太 (z)dz = [ le) da。 


练习 7.1.15| 设 六 (z) = 二 me [0, +oo), 证 明 ; (1)，f(z) 己 0, 关于 ze [0, +oo)，( 当 于 一 oo 时 )， 


@. um 人 (Ga) dm = 0 (武汉 大 学 ) 
8 
证 明 。 (1 


|== 


| 如 瘤 -oa 罗 +naz)IEmzeTnaa 一 人 Tom TTO < 7 


过 工 ee 
.由 >1=I 和 -Ta< < 相 京 dz < m 及 ME 判别 法 和 


十 oa 工 
站 maas -人 + 上 加 (e) dz 关于 mm 一 致 收 伍 . 据 练习 7.1.14 即 知 结论 成 立 。 
0 


练习 7.1.16| 已 知 , Y 4 > 0, f(z) 在 [0, 4] 上 可 积 , 旦 在 [0, +oo) 上 绝对 可 积 , 试 证 ; 


(1). %() = 全 了 (z) sin zt dt 连续 . 

(2). 若 将 绝对 可 积 条 件 去 掉 ， 设 f(z) 在 某 0 < a < z < +oo 上 单调 , 量 lim ye) = 0， 
问 %(z) 是 否 还 连续 , 给 出 证 明 ，( 湘 源 大 学 ) 2 

证 明 ， GD. 由 flejsinztl < 17G9h | rtalde < 及 ML 基 时 全 ba) - 站 aanassdt 关 ea 
而 可 积分 号 下 取 极限 , 是 连续 的 、 Is 志 0 

人 攻 本 叫 - Et 关于 知 | J(z) sin zt dt 


关于 ze [a, +oo) 一 致 收敛 , 从 而 可 积分 号 下 取 极限 , 关于 Ji $(z) = 仆 了 (rz) sinzt dt = 上 全 + + j(z) sin ztdt 
也 在 [fa, +co) 上 连续 ， 


= 本 2 0 革 二 咱 
亿 


) 上 一 到 收 八 ， 


色 153 页 
十 虽 一 cm 
二 > -，( 上 海 师范 大 学 ) 


解答 、 设 yloiaj 二 关 


色 em 提 
lim 7 a) = lim 工 二 es= 
Jim y(m， im fa -ec]- 
5 本 和 | 二 可 
用 比较 判别 法 知 原 积 分 ra- 人 2 se Co) HH 
肯 E cx 一 1 00) -上 
又 由 玲 (m,a) = e-(e er- 
四 侣 全 一 eroe Serteete (wao > -及 站 seotoeda 履 角 四 妆 攻 (ciajdm 关于 seo -到 发 


名 而 T(oD 可 在 [ao, oo) 上 积 分 号 下 求 导 ， 由 ao > 一 的 任意 性 知 9(a) 可 在 (1, co) 上 积分 绢 下 求 导 , 于 是 


(o0 = 网 帮 emdz- 人 。 ee- 让 -ro+ 人 坟 ad 二 二 -Int+o)， 


了 二 oo 
练习 了.1.18| 证 明 Fa) 一 2 2 dt 在 区 间 (1 +o) 上 连续 可 微 ，( 克 门 大 学 ) 
证 明 . 仅 需 证 明 人 SS dt 在 1 < ao <m < oo 上 入 续 可 微 


A 
『 Se 关于 [ costdl = lsinA 一 sinels2 
ae [ao a) 一 到 收 级 一 翅 对 固定 的 = 关于 + 过 成 , 二 < 高 一 "0 一 中 
Dirichlet 判别 法 
cost\ lntcos 世 lnt 
一 】 一 -eeost - 一 cost 
YeastN 本 
[| (S) d 关于 | costdll -lsna 一 sinels 


4 
三 oo) 一 致 4 了 wo lnt lnt 区 
荆 E [moyoo) 收 化 (党 ) _1-zmt_o (> 让 ， < 高 0 人 址 一 oo) 


到 让 1 = 加 
Dirichlet 判别 法 


从 以 上 证 明 可 以 看 出 严 (z) = 三 Sost dt 其 实在 区 间 (0,co) 上 连续 可 微 . 


tr dt， 试 证 ，(D)。f(z) + gta) = C (常数 )， 并 确定 此 常数 ，(2)- 


练习 7.1.19] 设 flz) = (人 人 ab ， glz) = 人 全 二 二 


| 一 《河南 师范 大 学 , 天 津 大 学 ) 
0 


有 1 。，_a2z(1+tz 
[7(e) +g(z)]' = P(z) + ge) 一 2 二 结 吊 人 人 一 上 ae-a2(L+tz) dt 
二 2e-” 下 er 经 dt 一 [ cb =0 
D 二 
ya+oa -TO+og- 上 | 二天 业 - 工 
现 至 了 
(2). 由 0<9(z) 本 本 上 dt 一 0 (rz 一 oo) 知 
磋 隔 -id 全 - 注 0 
um g(z) = 0 一 imp 了 (am) 一 二 一 工 一 liug() 这 于 一 (人 8 9 于 党 上 e 
二 上 
相 i - 「” se-S) ”dm (a > 9)，( 广 西 师范 大 学 ) 
练习 7.1.20| 已 知 『 er-z? dz = 9 Ta [ e mta>o.( 
练习 7.1. 
四 "。-( 和 -9 (- 马 任 = 
Ta) = 全 dz = | 信 (- 各 ) 由 (全 
汪 = 二 | 可 -2 本 
引 cr 有 人 + 而 ) om 站 "。 (ec- 人 - 


oo ay2C 
-| er 人) 总 此 = 也 
0 


Ce ”da (a > 0) 之 值 ，( 山 东 大 学 , 西安 电子 科技 大 学 ) 


练习 7.1.21 求 积 分 T(a) = 上 
近 乏 一 邓 | dt 一 -| dt 5- 可 
e t=1 dz = 上 dd e 一 ta2 下 英 


解答 ， 


Eu 汪 


T(a) = 


1 
1 
< 一 
只 
已 
人 
| 
中 


这 里 积分 ， 8 1 
如 分 号 下 求 积分 的 理由 是 ; me ts” 连续 , 且 merto” da 关于 te fmin fly ad ,masxc (lg] 一 至 收 : 


-tma 0 = ~ minflval1432 
e | 对 (4 一 o). 
人 A 2min fl ea)} 
hn 
有 上 2 有 恨 m+I 
设 me -| mh(z) dm, 其 中 hz) > 0, 旦 连续, 令 Qn(a) = 1 :| 求证 
a 人 全 
hn -1 hn 片 2m 一 工 
工 巴 mm 


人 shfz)Qn(z) dm = 0 (k = 0 1 2 ,mn 一 1 六， (北京 航空 航天 大 学 ) 


证 明 
原 式 - 厂 zeh(z) [AnHia 二 zhAntia 十 ,十 ar4ntamH] dm (4i 是 Qn(z) 由 (了 ) 元 的 代数 余子 式 ) 
ho hr 
mm 二 1 二 太 1 九 2 大 mm+1 
这 Ant mh+t 1h(a) dm 一 的 : 人 人 
有 jaan -1 
hk 用 k+1 用 类 十 严 
一 
练习 7.1.23| 设 如 (z)= 也 7 (e+ 引 ， 其 中 fw) = 三 运 - 名 ut. 证明, 如 Co) 一 2 在 节 订 (4> 国 上 -各 
1i0 名 oo 工 十 妇 
收 伍 ，( 西 北大 学 ) 
证 明 。 先 证 3 M > 0， st zs [4 一 ja < MX 事实 上 ,由 o<- 刀 < -世人 -二 ai<o 知 fm 下- al 
关于 ze [4 4] 一 致 收敛 . 又 由 I++ 妇 “ 工 十 经 上 云 工 十 友 上 人 本 
记 | | ttelnt 妇 友 lnt 友 lnt lnt 2 It 
(ee)。 一 上 丰 二 让 | 于 让 "让 和 1 下 和 而 他 > 上 人 
oD 让 了 
知 上 人 本 到 ) dt 关于 z e [4, 4] 一 臻 收 伊 .于 是 了 (=) 可 积分 号 下 求 导 : 
2D 2 雪 
za- (). dt < inildt+ | 束 di= M 
于 是 
十 工 m 十 计 1 十 计 1 因 
六 四 -全 70 叫 =| 二 ”7 的 叫 < -r(e+ 引 
| 上 3 人 引 )- 汪 人 了 介 了 |。 7 四 -e+ 元 儿 生 
-人 Se - 直 aia 宇 人 sde = 关中 . 
这 表明 万 (z) 二 Ji) dt 关于 me [4 4]. 
练习 7.1.24] 利用 史 二 = 王 计算 积分 六 ”dm 
练习 7.1. 生 再 计 8 儿 王 全 . 
- 解答 . 
0 me 一 开 oOD o0 ee 四 
5= 上 te- 人 = De am 人 名 -Drae-otDa dm 
oo ro 加 yn 四 加 
三 (DJnze-tn+tD=dm = 导 克 二 二 
已 上 “多 本 - 立 臣 6 
oo 1 上 1 | oo 1 oo 1 双 oo 
囊 _2 工科 工 _ 工 荆 证 
民 本 林寺 | -二 评 - 饼 吉 -5 忆 襄 = 二 冯 声 = 于 写 - 到 . 
这 里 ,我们 利用 了 : 
三 2 1)nae-(n+l= da 一 了 [Coreerer 
于 一 0 
= 人 lim。 加 (z) dz = 二 厂 太 (z) dz (wm = 羡 Caser] 
9 ( 约 ) 


人 一 扣 


opD oo 
= 人 gn{z)jdz=0 (ee 一 册 Caseeo] 、 


太一 症 1 


o0 
| [下 和 四 -页 @] az- 
0 


下 gm(z) dm 关于 员 


一 致 收敛 于 0。 
网 
9gn(m)d | < 人 om 
及 权 呈 
人 se 风 er-(n+DA 
二 _ 工 A ~G-Azendns | ae-adz 
5 


工 二 e+A)e-a_ 工 +A 


jyYM>u 在 [o, xz] 上 ne 


- 9gn(z) 一 0 的 i 
9n(z) = me-= 
,ec 本 | 0， 区 呈 和 
>0， 


一 |on(z)| < _ 卫 
=-( 
1i et 1 et er 


7- 
了 习 江 14 即 知 (34) 成 立 . 到 ITe 0 


设 7(z) 为 周期 连续 冰 
续 冰 数 (_ 
Co) ~ 二 网 测 肝 fa +u+ujdudu 证 明 ! gta) 有 二 阶 连 续 导 数 ， 用 
oa(f,o), 其 中 


5 一 玫 乏 


le 也 = 
-aule(z) - Ja， ua( 负 可 = _。suPp |7(e 十 本 + 一 可 一 2f(z]|- 
5 全 


证 明 . 
二 
om 四 -= 声 谎 中 fls)dsdu te+u+u=a， 


g'(z) = 志 户 外 向 du =- 训 rod- 直 厂 ya (e+ 和 + 


9 (z) = 声 [e 十 加 一 (amj] - 声 [fla) -fie- 问 = 遍 Hle+ 朋 -fle- 内 -27(ajl. 
用 家 明 g(z) 有 二 阶 连续 导数 . 进一步 ， 


工 [全 1 [全 
9g(z) = 矶 -Te+w+oadaudo 起 | Te+a 一 uauadm 
aa 


有 只 
工 『 1 「= 
一 志 贱 ， Te-v+adudo=- 遍 | fm-v-audv 
冯 
人 一 


le(z) 一 (下 )| 
-| 记忆 | [le +a+ 芭 + 一 au- 要 一 21(o]+[m+u- 切 + 一 v 二 本 27Glaudv 
世 


< 户 户 ua( 站 +aa(PDdudu = oa 人 四 


2 二 oag 
”editz>0) 证 fz-7o- 未 j 


. 


证 明 。 由 e-zt2 < ero， 人 


2 
ev du, 


本 
好 和 关于 0 <a sa < oo 一致 履 伊 又 由 


0 二 
属地 报 Abel 汶 别 法 知 flo) 三 所 于 
到 一 mt 
( 呈 ) 一 人 = 工 + 本” 
工友 ) 。 
二 Eee dt 可 积分 号 下 求 导 ， 


_ 致 收 伍 . 于 是 fa) = |， 开 5 


op 2 和 fr VEt= 训 . 
1 | du 人 攻 ua 三 | er du 人 


2 
-ai [Le” 业 二 人 


而 /Er 下 让 世 匡 带 枯 二 的 
大 .过 知 人 ( 呈 ). 此 关于 0<a 


er 
yo- = 上 工 十 妇 
| Sin 世 Sint dt (z > 
to ee dt(z>o0)Q) 一 革 z 


克 | TI 让 
莘 习 7.1.27| 疫 Po 人 天 dg > 
2 


工 十 友 
0). 求证 :P, Q 都 满足 方程 


dz 
从 而 证 明 己 = Q. Sin 二 则 和 2sint 
LT gm 一 和 放 Co- 一人 5 ole 间 ”人 
证 明 ， 设 jz) 一 芽 友 t2er- 细 本 gm 全 十 
四 
ie- 加 玫 o(zi 胃 二 一 工 十 


| 


玫 (m 胃 = 一半 翅 


EEa 


据 Abel 判别 法 知 _。 _ 
岂 | 9 (zt) dt 人 ge(z 吉 dt 
o 0 


dd 1 本 tt) dt 
| 了 (md 上 玫 (m 加 db 上 (md 上 g(z, 刘 
mm),g(z) 均 可 在 0 << o 内 积分 号 下 求 时 条 


关于 0<asz< oo 一致 收 伊 (只 有 也 (z 昌 要 上 > 工时 ,二 5 才 道 碱 ) 于 是 天 


旺 
Pyv(a) + P(a) = 作 (ep 浊 十 (edt= 三 ed 一 元 ， 
1 ea 四 cos 蕊 了 
Q'“(z) = 三 gca(z,t 由 一 -人 sintdfT55 一 -[ 训 的 上 丰 十 邓 ) 中 
,本 1 1 
RE 
0 


因此 ，P Q 均 满足 微分 方程 二 + 于 (e> 9) 进一步 , 令 == 己 一 Q, 则 


up zz = lim 三 一 ip Q@Q=0--0=0. 


daz 
十 z=0， 5 


dz2 


求解 微分 方程 得 = = cl cosz + casinm = \ cz + csin(z 十 明 , 由 Limoz 一 0 知 Vcza+c=0 一 cl 一 ca 一 0 一 ==0. 证 毕 ， 


泊 -六 加 ， 左 m +sing , _dg - rarcsink (|k| < 了， 


练习 7.1.28 | 求证 : (1). | er cos2zydz= 区 OSI5 


证 明 。 (1). 令 P(y) = 人 cr? cos 2zy dm, 则 当 国 | > a > 0 时, 由 厂 3 ad 
判别 法 知 王 (y) 关于 |y| > a > 0 一 致 收 黎 ， 同 理 ， 
厂 (er=? cos2zy)y dz = 厂 _2me-z? cos2my dm 
D D 


sin2AY 基 2 
:全 二、 


关于 ly| > a > 0 一 致 收敛. 于 是 当 y 关 0 时 , 玉 (y) 可 积分 号 下 求 导 : 


0 
本 (az) = = 2ze-=? sin 2zy dz = 网 sin 2zy de 一 2 2ye-=” cos2my dz = 一 2y 开 ( 切 ) 


一 [e” Fo)] = 0 一 ee P(y) = eo7P(0) = 网 er=? dm = 


有 LI+Rsing ， 工 十 人 t di 
(2)， 疫 TO = 人 IE 2 = 攻 RE (sinb= 切 则 IC = 


T(K). 故 仅 需 计算 F(k)，0 < 类 < 1. 对 0 和 Rs<Ako<l, 有 
工 十 人 tt 1 -ma+ 2 ， 1 -2 多 


1 
蕉 了 二 责 、1 导 寿 这 


0 工大 
< 2 2 
(1 一 At)VI 一 地 (LAobvI 二 区 
工 2 工 十 了 dt 
由 人 区 让 7 评 旺 收 作 知 工 一 人 于 芝 ， 二 关于 0<k< ko <1 一 至 
收敛 .又 由 ， 
工 十 kt 2 和 1 
LT = dt 一 工 
网 Ed 人 GPS 人 
下 
工 
< skhsm< 
及 ML 判别 法 知 [3 二 ze) dt 关于 
有 二 大 下 9 和 < 名 < 工 一 致 收 敏 , 故 K(R) 在 0 < 有 < 工时 可 积分 号 下 求 导 : 


工 
rm= 人 d=2| 
因 6 侍 一 不 经 )V 了 一 怒 o 1 -kz2sin26 


玉 sin28 + cos26 到 2 
=2| 50= 2 上 tan 6 十 1 oo 
o (1 一 要)sinz6 上 +cos26 同 Gaasoriag=2| -de (ane=a 
0 


-| (Ms-=y) 


0 工 十 v2 工 一 天 


qdg (= sin6) 


2 开 开 


一 MT172  VIT 短 ) 
T(K) 一 ro+ 厂 卫 人 (区 )d= 人 ER = rarcsink. 
因 T(k) 是 奇 函 数 ,而 T(R) = T arcsin b，|I 央 | < 1， 


罗 
[ 斥 习 7.1.29 | 计算 积分 工 = 信 oa 


证 明 , 我们 假设 0 < cos2 w < (各 全 光 


了 入 ( 带 5 cos 2 1 cos2a 工 到 
| ) ao- 人 (六 =) dz (tan 由 一 呈 ) 


-人 入、\ 代 一 tan 由 1 一 了 工 十 吧 
= 三 ee2 (+b2 2dt ， 1 工 + 
0 2(1 + 碾 ) (1 + 芭 2 1 一 m 
一 工 
-人 au 人 tcosaa 工 oo ia(cos2 一 1) 二 到 mu ay (2= 可 
@ 工 + @ 工 十 二 3 一 I++ 训 一 
2 
人 cos”c 一 1 
-了 ( 声 ) ds 人 已 ) 
一 9 
2 Jo 5 ( 工 一 8)2 TI+w 


1 
1 1 
2 上 s (19 co = ds = 了 B(eos2 a,1- cos2 a) = 二 B(cos” au sin2 oa) 


工 民 cosz oo . (sin2 oo) 


亚 
aa 和 i 
2 Flcosza +sinzay 了 orein o 一 


有 
2sin(r cos2 a) 


人) 工 ( 
这 里 ， 我 们 利用 了 (p,g) = 二 人 pg> 0 rrd -本 = <P<t) 
练习 7.1.30 | 计算 A.J. Fresnel 积分 (1). 人 sin 2 dmi (2). 三 cos z2 dr. 
解答 ， (1). 
op oo 
on 记 La ras 天-=|eseem= 半 家 ) 
上 sin zc” dz = 外 - 远 dt 一 翅 人 tz” dm 忆 e dz 一 总 二 懈 e dz - 
二 ta 本 mo 1 
专人 「=- sintdtdz = - 启 有 二 人 
全。 -tm? sintdm = -二 厂 sint de-t 一 三 ertz” costdt 一 = 二 厂 cost de-tz” 
0 z2 Ja z4 Jo 


1 om 1 1 fm 
-- 云 |"-:-| Casinoge 电 -=- 支 - 去 上 ertz? sintdm 
好 o 证 


2 322 区 六 寺 要 1 fo 志 +1 工 1 
[二 二 [ 语 汪 二 [让 ef 
工 二 24 2 二 Jo 工 二 24 2 元 j 圳 + 呈 ”2 于 (32+2 芝 
生产 2 -二 亡 二 7 污 - 评 纪 
一 三 芝 王 
”2 元 ”3 “于 贡 V3 2V2r 2Y2 
加 
这 里 我 们 利用 了 
o0 5 『oo 
三 snaza 人 0 az= | | ertz? sintdtdz 
0 0 o Jo 
2 o op 了 
= 交 [ cream= | 人 lim er-atsint ut _ lim 厂 二 二 dz 
3 本 


(上 述 两 反常 积分 均 关于 “ < [o, oo) 一 致 收敛， 可 分 别 用 Dirichlet 判别 法 和 M- 判 别 法 判定 ) 


VC 和 f -atsint -三 生 Eap dz = + si td 全 一 t” ”era 
RE 罗 el 二 dt (e+z57 和 。 e az- 上 下 er(c+e tsintdtdz 


作 -tetz2) sintdt 关于 一 E [0,o0) 一 致 收 伍 二 |e-te+e2) sinl < ero 
四 -ta+a2) sintdz 关于 上 E [0,oo) 一 致 收 伍 二 |e-te+=”) sinil < etzzt < 
2 Qo ro 2 三 上 上 一 tLe 十 z2) 民 工 
本 本 dtdc 一 和 = 
上 le (e+m 并 sin 直 dtdm 忆 网。 了 和 dm 一 了 < oo 


华 厅 师 大 数学 分 析 下 册 定 理 19.13 
十 op 于 洁 
(2). 完全 按照 (1T) 的 证 明 层 路 即 可 得 到 [ 本 到 区 


rd- Ge>Di3thee = 六 革 ， 


可 
练习 7.1.31 斌 :| 二 二 Am 


村 1ss 页 | 
一 


证 阴 . 
Ho al ec-= 曾 
上 srd=- 人 有 :dz 人 = 全 之 TDse ed 人 立 (Dearteresoedn 
5 室 CD 人 re-eeonan- 时 人 
区 上 总 tiertdt (+am = 昌 
-证 -rao| 时 本 5 -时 和 | -ra 总 工 
,名 二 (KR 一 1 RN 忆 GD + 要 2 
吕 1 癌 
= 工 (s) [ 之 之 吉 ] - (es)(1 -21-“)6(s)， 
这 里 , 交换 求 和 与 积分 的 次 序 的 理由 完全 和 练习 7.1.24 相同 ， 


练习 7.1.32| 设 y = fa) 在 (-oo, +oo) 上 和 定义, 在 任意 有 穷 区 间 [ao, 中 上 有 界 并 可 积 ， 臣 [站 riPam < mo 又 六 = 是- 
工 
数 , 二 < e < 工 证 明 : 2 人 1 汉 ， da 收 仇 | (2)、w(b) 一 三 了 (m) da 连续 ，( 北 京 大 学 ) 


二 -am 人 一 
y(m) 司 (ae) J ， 基 基 所 
证 明 ， (1). 三 5 0 蔬 全 dz 三 五 十 a. 厂 以 t 为 到 点 . 由 
人 ] 
必 区 -aa| < im 巧 oj 训 = 2aag Fe 人 二 de 


251-c= 
Ia iea 


ax |f(ml 一 0 (5 一 o+) 


知 五 收敛， 又 由 


和 


了 (四 ) 5 1 
人 民 (一 芭 = oq 本 (人 而 on) 二 一 切 = 


要 去 1 查 
所 | Pd] (| 去 o (lm 一 直 >A 一 zl>lm 一 二 一 革 关 入 一目 ) 
全 | 信 一 上 lalz=A ae 


一 0 (4 一 oo 由 2ac>1) 


知 五 也 收敛 . 故 有 结论 
(23), 只 要 证 明 | 2) da 关于 E [mm 可 (Y mm > 1) 一 致 收 伍 . 事实 上 ， 


R (一 力 “ 
(ze) 252 2 0 06 一 o+ 
Pen 民 志 区 -6 |* < 1 几 一 区 由 


上 2 
Ta) 2 1 ) 
dz| 入 出 一 ds 
人 人 , 蕊 -< 汪 光 (本 下 了 园 = 上 82c 


去 1 去 
2 5 一 0 MA 一 a 
人 (人 7 网 un) (人 2 o) 人 


7.2 ” 重 积 分 


练习 7.2.1] 设 f(e) 在 [w, 上 连续 ， 圳 人 a 上 rou- 上 人 @ 一 afle) dz (人 中 理 基 和 


im 人 aromw -人 人 rose 人 e-orow- 『e-araan 


2 坚 av5 。。 ，V6-m 站 了 
绑 悦 72. 引 改变 二 次 积分 的 次 序 | dz 人 yead+ 上 jd 屿 人 ”ya)ay 的 磊 序 。 集 世 大 多 


VS an 


解答 . 而 图 即 知 所 求 为 人 人 flz 人 dz 
练习 7.2.3| 设 a > 0 是 常数 , 计算 积分 工 一 mg2 dz dy， (北京 大 学 ) 则 
纤 同属 
解答 . 四 
二 w 大 CERE 
了 = | dz ady-2? 上 人 zdz | way- m(am 一 a2) dz 2 
一 Vaz=z5 0 3J0 3.0 
了 .总 5 .号 二. 321.[3.3.m (3] 
2 _ 3 -2 开国 -开国 。 2a5 境 . 和 二- 的] 草 - 生 了 人 
= sa-o8a- 于 a( 引 =- 2 和 2 卫 = 2 吉 


1 (aaba -~ baaa # 0) 所 界 的 面积 (了 西北 师 院 ) 
| dz da = | 避 引 
万 四 aluu) du du ( 2 aimz+by+ea 谢 靖 ER 
人 aam+by+oa ”| 吕 人 
aozsl 全 一 az du du - 交 


1 一 
lalba 一 ab 


货 习 7.2.5] 让 是 连续 驮 数 ， 求 证 ; Jre- 
万 


4 
二 A 
证 明 dz 由 = 7-Rpae dpy as 人 加 < 区 
由 e-oaa- am, 
厂 机 网 了 (6) 5 中 du dv 


II-Asnss 人 +A 
一 1 
和 县 


站 


(全 人 e+n=2n ae 
-6=20 ay) 一 
-人 证 一 II+A 国 。 

二 7 .3 7 本 


_ 
| 练习 7.2.6| 设 f(z) 在 [o,1] 上 连续 , 证 明 : | ya-ayamanay- 王 [人 yao CR 
| 0 
|B(L, 0) 为 项 点 的 三 角形 区 域 . 人 24 

| 证明 . 


由 (1L 一 8)7(z)dzdy = 下 了 (r) dr [7 了 (1L 一 ad 一 人 了 (am) dm 『 yl)day (1 一 3 一切 
人 OA 


工 汪 
-上 ywmy 上 | 7 佑 训 
= [ ja )az 上 人 7(g) dy (交换 积分 次 印 ) 


-了 人 redn [rm yw 电 -让 ya 人 rom -二 [人 yaas] ， 


罕 VE 三 f(uV 本 二 好 +eldu 
练习 7.2.7| 证 明 : Jres+m+osem =， 1 一 xu2f(uva: 
与 


师范 大 学 ) 


其 中 5:，a2+ 妇 和 la2z+b2 关 0. (东北 


证 明 am+by = ba 一 ay alauyu) -了 
动 - | Tv (= 全 


本 
VOTE+aao-z| VE 二 好 fluVa2 二 pb2 二 cj)du 


与 平 面 己 体 的 体积 . (福建 师范 大 学 ) 
让 演 了 与 平面 = 0 2 = 所 转 成 的 立 

家 曲面 下 一 2 二 了 

家 忆 7.2.8 | 1 算 了 
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解答 - 


v=- 1Va= 凡 =- 环 -CCVQ- 加 -de 沪 答 辣 大 1 所 图 成 
卫 


芭 2 an Asady= 2 dz 站 GT 和 轴 


间 arceos T25 

-2 az mtang .msecgtangdg (=mtan0) 

arccom Te Bareeoa Te 

= 2 了 :dz tan2 gsecg dg = 也 。 a [tangsecg 一 In(secg+tang)lo-o dz 
o 


secgltan2 9 十 革 ”] 


am gsec6d9 = -= anedseee = tangseee 一 | soon edg = tan0sacg 一 | 
= tangsecg 一 In(sec9+tan6) 一 em Basccedb 


全 色 到 


-用 2| 瑟 .到 -m( 二 + 全 )| 


人 | 
0" 过 语 | Ci- 


ET 


呈 t(1 一 t2)2 ， 工 十 上 az/ TI 1 fi 1+t 2 3 
下 :本 23) 记 + 一 InIt 业 一 ,二 | 
+ + 二 一 此 (+ 起 + 去 上 站 

工 


工 


二 本 人 2 8 工 ) 二 2 5 
是 写生 ( 妇 一 1) dd 
( 二 + 起) 24Jo 让 (1 一 芭 ? 亿 一 1 (和 日 12 Jo 

业 7 浊 第 浊 到 海 -和 盖 

=={=+=)j- 二 (=- 二 +1) = 二 :地 = 了 

(+ 12 后 3+ ) 12 15 9 


0 和 3 < 二 上 连续 , 且 满 


练习 7.2.9| (1 计算 积分 4 = 到 = 让 ae 人 人 ), 设 = = 7(a;a 在 闭 正方 戎 也: 0 和 = 和 1 
二, 此 入 为 (1) 中 积分 值 ，( 北 让 


足下 列 条 件 : 凡 eoee 0， 由 eemeem 证 明 存 在 (6 四) e 疡 , 使 得 |f(6, 91 > 芯 ， 


全 ， 
和 Jreoeeew dc 人 (=- 吕 ) u+ 上 s 仁 全 -mo) + sn 人 (co- 访 
-人 元 二 = 了- 生 吉 - 半 到 :全 2- 人 Ge 
(2)， 


1- [人 re(me- 引 seas 由 re 共 - 刘 aas eta [| -让 aay 
姜 


=1f(6D 4 G(5)ED)， 
< 1 工 上 有 定义 且 积分 


练习 7.2.10 把 正确 的 结论 的 编号 填 在 厦 未 的 括号 内 车 flrz,y) 在 甜 形 G : 0 < 亚 ,0 和 1 
竺 时 HEIC 图 片 转 
J* 切 dzdy 存在 


让 -| = 人 了 7 匡 , 太 ay 寺 全 -人 有 faia) dz 都 存在 , 则 (五 = 瑟 ; (3)， 五 六 2; (3)， 二 重 积分 


(4). 二 重 积分 eoee 可 能 不 存在 . 答 : (。)，( 中 山大 学 ) 


2 
5 (EN\{(00)} 
= 4 亲 
解答 ， 只 有 (4) 正确 . 取 7(z, 3) 攻 齐 =(o0) 


) 


了 arctan 寺 
-| a | 训 二 5 人 -二 dy = [af = 22 人 1 一 tan"6) ,wsec2gd8 


， 则 


(ze2 二 2) ma4secd6 
1 arctan 去 1 _ tan2 晶 工 arctan 二 
一 二 dd 一 一 一 一 一 d6 = 一 ， 2g0_sin2 
人 二 = 人 汪汪 上 :dz 上 cos“ 8 一 sin 9d6 
汪 = 二 工 土 
oz 2 o 2z1+ 京 oo 工 十 2 4 
弄 
也 = 一 工 


于 是 GD，(S) 不 成 立 ，(3) 不 成 立 可 由 反 证 法 证 明 ,事实 上 , 着 | 7(c,y) dm dy 存在 , 则 由 华东 师 沧 大 学 数学 分 析 第 四 版 定理 3 和 
万 


知 五 = 五, 这 是 一 个 矛盾 , 
又 任 取 一 [0, 了 ]2? 上 的 连续 函数 了 (zy)， 都 有 五 = 五 . 故 (2) 不 成 立 , 综 上 即 知 只 有 (4) 成 立 . 


Ce 
2 


解答 ， [En 
全 一 9 所 图 成 ， 


(). 上 dz 三 二 把 
。 上 ma dyi (2)。 人 | 信 do ycouaan+ 凡 d read 


练习 7.2.12 求 极 
让 几 se +22 上 za 
六 dm dy dz 基山 De = te 本 iaa 十 妇 二 sa < 雪 }， (四 人民 大 学 ) 


了 
承 (az dz 的 积分 次 序 . GD 先 则 后 二 得 ai (2). 先 台 后 = 得 y。( 华 中 理工 大 学 ) 


= az0 


解答 ， 原 式 ~ ji 


1 ft 
In 一 
ER 址 六 an 二 
人 


上 上 一 0 十 Gt5 人 号 
练习 7.2.13| 证 明 tm 工 


mn 一 2 7 [r] dzdydz = 
整数 ，[ 提 示 : 1a + 2a ， 人 = dz 二 站 其 中 m = V 栈 二 三 十 王 ， |r] 是 的 粘 数 部 分 ( 即 术 大 于 > 的 服 大 音 数 )，m 为 正 


吉 “十 ma 一 
证 明 . ”下 3+3 + 二 和 《西安 电子 科技 大 学 ) 
原 式 = lim 工 六 忆 
全 一 三 dvV = lim 一 5 二 二 
“和 1k 由 5 人 如 册 人 
an 4 
5 忆 伙 -1[a 一 大- Da = 秋 去 二 人 一 Di(Ska -3K+DT 
_ 4 1 吴 mm 本 必 
二 本 本 二 2 ， 
有 一 二 1 二 1 
_ 刀 1 六 
=- 乞 如 二 .s 信 吕 (后 三 项 的 极 限 都 是 办) 
攻 人 (人 十 1 ]2 
= 好 j 吧 十 | ] 过 


红 习 7.2.14 | 设 函 数 J(z) 有 连续 导数 , 中 f(0) = 0, 求 人 人 几 J(V 栈 二 矶 十 克 ) dmdy dz，( 辽 宁 师 范 大 学 ) 


人 四 2 十 2 十 z2<t2 
解答 ， 原 式 = 玛 志 上 J(r) ,4mr2 = 证 地 = 了 0) _ 7(o)， 


2 2 2 
练习 7.2.15 | 计算 [ee 十 ga2r +rz2t) dmdydz, 其 中 加 为 35 二 拷 + 画 < 民 mmbmgmaacRR 均 为 已 知 


计 
常数 . (北京 航 空 航天 大 学 ) 
解答 . 
原 式 = abcR3 | (pR2ma2zmu2m 十 gR2mb2nmau2m 十 人 尼 21c2Lu20) du du da 


2 十 u2 十 tn2< 工 
(ez = Rau, yy = Rbu， = 一 忌 cu) 
_ apeBs | pR2mazm 由 uam du du du 十 gR2nb2m 中 ua2n du du du 


2 十 UV2 十 tn2< 工 2 十 u2 十 U2 <1 


二 21c2 由 tu2t du du “| 


2 十 2 十 了 2 委 工 


2 2m 2m 2m dd 
_ peRs | pamazm | aozm au du du + gR2nb 付 tu2n du du du 
2 十 u2 二 02< 工 


2 十 2 十 2< 工 


二 了 瑟 24c21 a024 da du dt (对 称 性 ) 
2<1 
人 万 BE2nb2m 万 R2tcal ] 


PR2ma2m 
+ 酌 +TG2T 可 | 


= 4rR3apc | 人 2 癌 十 1(2m 十 3) 于 +1)(2m+3) 
4Tr 
2m da do du 一 人 ar 全 ab (rcos 骨 )2m mr ?singdg = (TD 


其 中 我 们 利用 了 | | | 


2 十 2 二 102 和 


太 dz da dz。 (中 科 院 数学 所 ) 


计算 三 重 积 人 
2 十 12 十 zs 了 
2 -=2> 却 
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= 一 0， 
解答 - 对 称 人 性 及 个 性 即 知 原 积 全 


Tta)r(D(c) 
练习 7.217] 设 o > ob > oje > 0 试 证 : eda- 其 中 Y 为 四 曾 体 
认 


了 >0b >0,z>0,z+zy+z<1 (郑州 大 学 ) 
解答 
一 : 1 一 Y 一 1 1】 一: 
本 = edy 上 “ “ze-xdn= 荆 | zxdz 上 “一 二 "dy 
0 0 0 Q.0 0 


工 1 
= 省 全 二 az 人 人 -=)a+reub-ll -aedu (= (一 zu) 
了 Jo 0 


-二 太一 eedz Blua+ 了 = 二 B(ea+b+' Bat 
a Jo 

1 rarlae+bs+D ro)Plae+I 1 rroara) -1 .rodrCo， 
ITC+5+CETI TaoTo+TJ n+b+oFC+bDHTo aa+Tb+c To+b+o) 


练习 7.2.18] 计算 由 平面 sz -zy 一 = = +l -m+3y 一 := 二 -一 十 3z = 士 1 所 围 成 的 体积 ， 将 此 结果 推广 到 m 维 空间 的 情 
况 , 它 的 体积 应 是 多 少 ? (上 海 交通 大 学 ) 


解答 ， 一 般 m 维 空间 中 , 由 超 平面 3 -az 一 … 一 on = +l, -ol+3ma 一 … 一 cn 一 土 l) -zt 一 22 一 … 十 3zm 一 十] 所 图 成 的 
区 域 的 体积 为 
三 下 本 za mm)| aui .dt 
Yes av-| | 2 | aa 
(3zl -oa 一 一 cn = 一 ci 一 oa 一 十 3on 一 Un) 


这 工 工 1 2m 工 
-二 让 -本 各 片上 


当 m = 3 时 , 结果 是 记 这 里 mm” 关 4, 也 利用 了 如 下 行列 式 


站 要 总 二 1 1 生 1- 坚 1 工 1 
3  -! < 证 
到 二 了 0 3 -1 一 1 4 0 0 0 4 0 
有 本 0 4 0|=| 0 0 4 0 
_1 _1 3 站 昌 站 昌 上 1 
0 -1 -1 .… 3 1 0 0 4 0 0 0 和 


光 ( 交 3) 4 二 4n-1(4 一 m). 


练习 7.2.19 | 求 曲面 (=2 + 32 + z2)3 = azyz 所 围 的 体积 ，( 中 国 科学 院 ) 
解答 . 曲面 在 = > 0,y > 0,>>o0iz>o0ay<o0>z<onc<xo0zy>oz<x0mn<x03<0,>z>0 这 四 个 象限 各 有 一 片 , 旦 是 全 等 
的 ， 作 极 坐 标 变换 z = rsin 由 cos6,， yy = msin 由 sin6，z = mcos 风 则 记 求 


到 要 (asin2 由 cos 帮 sinB cos8) 李 4 可 到 
-4 dt 上 ao| rasingdr= 了 | 上 | asin2 由 cos 由 sin ge 
0 0 0 3 Jo o 中 


攻 开 开 
一 笠 | sin3 4cos4ad| singcosgdg = . 二 .二 = 工 . 
0 0 


胆 
练习 7.2.20| 求 曲面 rz + y2 + z2 一 0 ff25 所 界 的 体积 。( 河 北 师 范 大 学 ) 
解答 . 作 带 = msin 风 cos6, 2 =msinbsin6，z 一 7 cos 由 则 所 求 


一 coa2 由 


于 。，f2r fs 
-| 已 ao r2sinddr (=>0 一 0<4 
0 0 0 


各 3 
_ 2 全 cos 由 -scos2 站 「『 taer-at2 di 一 
oo 0 


3 88 


求 rz 平面 上 的 圆周 (z 一 ao)2 + zx2 =b2 (0<b<a) 绕 > 轴 旋 转 一 周 所 成 比 册 
训 本 ， 需 币 亲本 所 为 (5 可 下 二 2 一 且 而 所 求 面 所 包围 的 体积 (厦门 大 学 ) 


种 
bb 
v-| = 由 dz 由 = 人 =f+v 机 -~ 可 -V 本 = 二 ?dz 
名 -V 了 -512?<n2?+y2<[a+V55 二 25]2 革 


二 aro | Vb2 -- z2 dz = 2ab2r2. 
o 


练习 7.2.22 | 底 半 径 为 m 高 为 刀 的 无 关 贺 柱 容器 ， 倾 斜 地 支 放 在 桌面 上 , 其 轴线 与 点 面 成 45o 


最 天 时 水 量 ，( 孙 京 大 学 ) 角 ,， 试 就 o, 瑞 的 不 同情 况 ， 求 容 回 的 


解答 , 以 倾斜 后 的 圆柱 
底面 中 ， 
+3= 且 -a. (1)， 当 刀 < ji 中心 为 原点 ， 对 称 铀 为 。 


二， 寡 器 
a 时 ， 容器 的 最 大 贮 水 量 为 器 与 京 面 的 交点 为 (0, ~a, 0) 建立 直角 至 标 系 , 则 容器 的 最 商 水 位 平面 方程 为 
证 二 户 。 va 
国 加 
-Vas = 人 1 (本 ~a -VE 矶 dy 


= 2( 互 ~o) 五 -aa 
上 人 ve V 本 =-aloa on) 


=2( 互 -oa) 人 2 
一 严 a2 cos2 ede+ 3(an 一 引 3) 呈 | 一 


=-a 
= (五 -a)a2 [sa __ (再 -avaog=- zl 2 
” ”| 二 Da 一 2) 呈 . 


[2). 当 五 > 2a 时 ， 


立 = 三 人 Ad = (再 -aa 一 切 V 本 二 矶 dy 
-za 全 Vas -zady = 2( 


-oz = raz( 百 -ao 


[ 苏 习 7.2.23] 站 fo > 。 连续 Ptb - 噶 w fle2 + 迪 +z)dmdydz 其 中 了 


{(ey)iz2 + 2 < 妇 }， 试 证 (6 ( 当 t> 0 时 )， Ta 


证 明 ， 
互 昌 = 更 了 >)4rr2 杯 _ 各 (rayra dm 
Mo 7f(r2)2rr dr 全 7GajFar ， 
上 
ee 了 和 Tt 和 二 2(t2)t 二 中 flr2)rtt 一 mr)dr>0 (>0). 
[ 吕 7ea)rdr] 区 7eara。 


家 习 7.2.24] 设 feiga 在 = {Ge, 妨 ai0 < mp= < 了 上 有 六 阶 连 续 信 导数 了 在 边界 上 恒 为 入 且 


Baf(m,zz) 
6m28820z2 
1 AI 

M 为 常数 ). 试 证 工 拓 几 7(lwazjdmrdydz< 于 而， 


<M (在 了 


证 明 . 
二 于 加 几 f(z zh 2 一 DG 一 功 dzdydz 


5z25y20z2 


83jf(zaz) rw 1 
- 几 坏 入 全 535y2823 于 大 和 (加 一 1 人 一 了 人 


RM 位 1 FRR 加 
< 电 [ 人 ee-Dog-DzC-Doeas 全 [aaa 人 ia 加 me 人 someou 
有 革 蚤 换 噶 z 


民 (1 1- 二. 闸 
个 3 “8 63 


|sin(z 一切 
竹 习 7.2.25 829 用 大 = 浊 


| dz dy，( 中 国 科学 院 ) 


人 凡 lnjsin(y 一 aldydm (ez > 切 


0<3y<m< 


1 呈 


| 由 in1lsin(z 一 2)|dz dy 十 lnlsin(z 一 2 四 | dr = 
0<z<y< 普 


D<sy<m<r 


加 In|sin(z 一 2)| dz dy 
ODSmST 
DY sm 
| ae,y 则 av) _ 
四 玉 e 人 剖 ls 起 元 人 人 -ye =+yT 5 可 


呈 了 三 Cr-2uDinlsinvuldu= 全 -lu)inlsinulau 
也 Jr 0 
志 忆 称 
-| Insinudu- | “msinudu = 工 上 | lnsinuau 
器 o 2 Jo 
所 站 记 
(| vinsinudu= | -yimsintr-a(-do)= | (rr 一 uinsinu dv 
0 TT D 


T2 ws 到 
= 本 m2 (em aoo xm sam Tea =- 上 | + 上 ) 


+ 捐 ) 


dzdy mm2 32 we 
人 2 三 , 口 : 本 才 < 1 (武汉 大 学 ) 
(全 


解答 , 


练习 7.2.27 


解答 . 


练习 7.2.28 


原 式 


求 积 分 


中 ab da du 了 和 
人 
2 十 u2< 工 
1 1 到 克 2ab 
一 ab .amrar 一 mao da=nop 凡 工 “cos6dg 一 -。 
0 VI 一 Y o VI 一 as o cose 
2 ln 
(al+laD>lndzl+lD aa 
Z2 十 22 
||+lzyls1 
和 
原 式 =4 是 C 洒 二 
严 十 Ws 工 TI 十 32 
严 忆 0 
2 au2lna 工 eu) 
-4 “| 世 dv (e+y=wn-y-o 和 -9 


u 工 工 人 
-as wa 二 do-s| 4u2 lnak du 3 
0 0 了 十 也 0 0 也 1+ ()” 也 


工 开 星 汪 
这 2inu :一 du=2 | =2r.(--|= 一 工 (分 部 
s| 全 克 坦克 二 汉 二 属 2 林 (分 部 积分 ) 


0 


-ua 和 1 ez?(1+ 妇 ) 二 +o0 
证 明 : ( 厂 du) 己 演 -| 2 dt 并 由 此 求 人 erm” dm。( 四 川 大 学 ) 


证 明 . 参见 练习 7.1.19. 


了 2 1 e 一 az2(1+t2) 
| er- 刀 上 t】 二 | 二 d 
0 nm 六 十 


7 四 = ( 
iD 工 
全 也 (z) = 2 人 edt .er 一 | 2ze- (+t) dt = 2erm? 下 er dt 一 「 ee atea| =0 
0 0 0 
， 开 
= 兴 员 过 一 一 一 dt= 一 . 
fj@=TO=- 人 让 at- 了 
1 e 一 2(1+t2) 了 阳 1 ee 一 z2(1+t2) 
进一步 , 由 0 和 一 di<e | 于 人 半 “二 i 四 
进一步 ,由 上 工 十 袜 人 o) 知 si j 一 二 副业 = 0, 而 
四 1 e=a2(1+t2) 
lim er 近 du= 工 - lim | 
2 一 十 o 4 = 一 +o Jo 工 十 妇 


练习 7.2.29 


十 o 2 
用 二 重 积 分 计算 | 。 s-”” dz，( 南 开 大 学 辽宁 大 学 ) 


工 


解答 ， 由 (三 一 un) - 几 er-(e + ) dm dy =- 三 本 ar rdg = 于 | re dr = 了 知 所 求 为 


(0,oo)2 


iD 
172.30| 下凡 =an = 
到 对 de 的 个 米 数 学 请 有 和 oa qd 人 rue- 
人 s 


上 0 人 人 3 oa] se 


-3 人 了 (s) ds ,t2 人 -人 
属 s -9 和 Er mg 叫 - 让 [ 太 ra 


原 式 = 
上 人， | [人 (经 yda] 总 忆 5 R 让 
虹 页 有 
由 沿 2 0 -人 . 攻 (ta 一 s3)k-1 we 
1 


而 上 -oryoa 
,[ 几 T(e) d] dta) 


可 攻 了 人] 雪 驯 - 了 jat 


5 他 (人 -2)*7(ajds ae 
5 虹 R 一 sat dl yd 


5 芒 (一 s3)ky(e)ds .az _ 『 [= a(ca -sm (me2 一 s2)8+1 


一 | oa 


| 


用 


天 十 工 


上 有 ( 友 一 s2)R-12t3 dt 一 让 tdlta sa -va 
“ os | 2t(t2 一 s2)a dt 
= maz(c2 -sj (ze2 一 s2)p+1 加 
大 十 1 


用 


工 『 (ze2 -- s2)k+1 


2(2RU j。 Ri (slds= 


秆 mm 
[nn 


1 
国 72.31] 证 明 ; 人 dt 局 ao 了 da)7(ta) (tn) dtn = 二 仆 far) 


证 明 . 人 则 忻 可 用 数学 凡 纳 法 证 明 银 | 寻 一 工时 自 本 当 m = 大 二 1 时 
昌 明 结 论 . 当 根 设 当 
| ， 结论 自明 . 假设 当 rm = 大 时 结论 成 立 立 , 则 9 
dta dtz， -| at 了 ( 轨 ) 了 (tk+a) dtk+a 


宝 rapaa | 户 at dtk 让 fo) Tetatn] 


= re 填 (三 J(s) da dia 一 直 [ | 了 了 (Ga | d[ 矿 了 (9 da 


1 [ 窜 oj] ” 育 革 
二 汪 0 全 放 “T [froa|”. 


故 有 结论 . 
z ca 有 一 本 
练习 7.2.32 | 设 7(z) 是 [a, 熙 上 连续 函数 ， 太 ,nm = 帮 (+ Se-a)， mn 一 8 = 将 也 + 了 ,nm6n) 展开 成 bn 的 尿 次 多 项 
式 , 证 明 当 p 取 定 值 , 令 m 趋 于 无 穷 , 含有 6 的 项 收敛 于 
三 (ai) Flap) dl， dm -一 (oa 
as<ml<za<…<zpsb 7? 区 We 


证 明 ， TT(1+ 灰 ,m=6n) = (1 十 ngn)(L+ jn5n)…( 代 + 扣 mngn) 中 含有 吕 的 项 


大 一 工 


5P | 
冤 四 妥 <ml<ma<…<zpsb 
sis<szp<nm 2 


用 练习 7.2.31 即 知 结论 成 立 . 


fei)…f(zp)dzi dzp 人 一 吕 ) 


了.3 曲线 积分 与 Green 公式 
dz+ dy 其 中 ABC 为 三 点 Al 0 B(0D, CC0) 连 成 的 折线 ，( 上 海 交 通 大 学 ) 


计算 积分 | ae 记名 |， 
sa+ 凤 + | 二 二 虹 


攻 竺 dz+ dy + dz 十 dy 
天 Aa lzl+l ,BCc 他 | 十 必 | J4B 他 十 BC 一 2 二 3 


-1 dz 二 dz 4B:y=-z+l mm0 
-PP 全 和 (Eee 
[ 
滥 


于 
要 2 二 
0 
ay2 + aey 一 cosz)dy 一 0. (河北 师范 大 学 ) 


嫩 习 7 3.2] 设 局 为 出 称 于 代 标 和 的 光 六 有线 证 ie 
万 , 由 则 由 人 Green 公式 ， 而 有 
2 sl 5 +ey 二 sinz) 一 (z8 十 ey)drdy = je 十 凤 二 sinz)dzcy 
原 式 
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练习 7.3.3 | 计算 曲线 积分 | Pam+ 研 十 mdz 基 人 { ae 十 好 二 到 一 尼 (及 > 0，z > 0)，Z+ 的 指向 为 顺 时 全 
了 


z2 +32 = 玉 
方向 ，( 辽 宁 师 范 大 学 ) 
解答 ， 令 加 = mcos6, 2 =msing, 则 


4 全 = 芝 
思 宙 本 ww 汪 


3 2 童 -过 5 
za 二 22 = Ra 一 -momo -Reoson| alngeose8 ， 
z2 +a2+z2a=R2 一 za=R2 一 r23=Rasin29g 一 = 一 sgn9Rsine， 


_ 子 
原 式 = | [Ra2 sin2gcos26.(-2Rsingcos6g)+ Ra2sin26.R(cos 6 一 sin2 g) + Ra cos4 9 .sgn9 忆 cosg]dg 
孙 


- -2Rs 下 了 一 sos28 .co ae dg (只 有 中 间 一 项 的 积分 不 各 过 ) 
0 


_ ps [至 +cos48 和 Ra 
= 羽 一 do- 到 
我 们 也 可 由 Stokes 公式 计算 如 下 : 


原 式 = = 由 dydz+aedzdz+aydcdy=2 上 cos(mz) 十 cos(m 2) +ycos(n,z)j]d5 


-:[ 了 南 十 ， 其 +y 避 oo 时 和 


- 由 VER 一 (oa+a2jm。 To 由 mdom dy 


mm2 二 9y2<RFRm mm2 十 y2 三 一 
于 尺 cos6 3 
-2?| 3 o| 全 人 贡 训 记 让 生硬 加 2 
二 
练习 7.3.4| 计算 曲线 积分 
| 型 + VZyz VEZzm ds 
C DVaz 十 b2 二 十 b ” 
关于 直下 二 2 与 至 十 玫 = 工 衣 6 > 0)，( 四 川 大 学 
其 中 口 为 吾 二 而 十 地 = 名 >03>02> 昌 5 二 十 百 一 工 的 交 线 (a， > 0). (四 川 大 学 ) 
解答 . 书本 上 的 解答 有 问题 : 6 的 范围 应 是 0 < 9 < 由 工 十 凿 = 工 知 可 疫 盖 一 acos 9,4 一 bsin2 9, 则 
吕 
2 全 
了 6d20aiaz 


Q2 十 b2 Qa2 十 b2 
一 > -= V 本 Tsingcosg (>0~0<0< 了 )， 


原 式 = 上 [cos*esin?e+ V5sin26.singcos6 十 v5cos2ze .singeosg| 
0 


.WUasin26)2 + (bsin26)2 + (Vaz 十 b5 cos26)2dg 
-VE 人 了 带 2 si 28 ， Visingcosbdb - V5 5 2 + sna6ag 
总 吉 Vz5+ Er 十 8V2). 
练习 7.3.5| 计算 圆柱 而 2 + y2 = 已 r 被 遇 面 z2 + 32 + z2 = 瓦 ” 所 截 部 分 的 面积 ， 
解答 ， 所 求 就 是 曲线 积分 


| 十 疝 而 站 J 训 生 抽 in 


到 ER 立 一 已 cos20 
=- 人- V 权 -Reos62? .Rag ] -neo 4= 玉 singcos8 
“ 泗 


=msinb 
(2 + = 到 


一 4R2 网 sing dg = 4R2. 
0 


设 在 力 场 严 = (ze 十 28 十 必 4m 一 2g 3z + z) 中 今 有 单位 质量 M 沿 梢 加 C ， (3 + 2 -52 十 人 一 十 畔 = 
40Oy 0) 移动 -- 周 [从 z 轴 +oo 点 看 去 ， 为 送 时 针 方向 ], 试 求 力 严 所 做 的 功 ( 南 京 航空 航天 大 学 ) 


解答 


w=-| 
ce+ 到 +gdm+(az-2d 
十 (2m 二 2)dz= 


=||4-a)az 
骨 ) dz dy (6D = C，Green 公式 ) 


上 erraaorae ES EEC 


> 几 刘 
5dudvu (=3z+2y -5 
二 


ee + 
一 一 . 3 

Bra2. 

计算 双 纽 线 (z2 + y2)2 
人 ncos0 1， 和 人 和 人 全) 而 可 (o> o， 

Ta4 一 a272 
本 于 cos26 一 r2 =azcos26>0 一 - 工 <26< 工 3 民 : 2 
纽 线 有 人 于 < 二 二 <26< 开 ， 下 权 本 
此 , 双 纽 线 有 两 支 ， 关于 坐标 轴 是 对 称 的 ， 因 此 所 求 -4 [evs 机 4 4 芭 
o o mdr = a2， 


| 练习 7.3.8」 一 个 半径 为 ” 的 贺 ， 沿 着 半径 为 尺 的 定 加 之 
圆周 外 滚动 《而 不 滑动 ) 时 ， 由 动 加 上 一 点 所 描绘 出 的 井 线 称 为 外 控 线 假定 比 


刁 
值 2 是 整数 (nm > 1)， 求 外 摆 线 所 界 的 面积 . 


三 0 _- nm6. 于 是 外 摆 线 的 动 点 为 


如 图 ， 瑟 = 五 C = Rb = 7rZOPC 全 ZOPC 
mr cos( 丰 十 (也 十 1)e),rsin(r 十 (+1)9)) 


( 屯 +r)sing) + ( 
一 rsin(m 十 1)9)， 


OP + 了 PC = (( 届 +7)cosg， 
一 ycos( 十 1)8, (nm 十 Drsing 


一 (( 呈 十 1l)rcos8 


人 二 Dr cos(m 十 1)6] d9 


因此 ， 历 求 
_rcos(m 十 1] [om +Drecose 一 


人 


2 
和 rite 
2 


2n2 2 
2: 72 ,下 十 (人 十 1)r 
repeatyeton 人 

o 


cos2(m 十 1)9d9 = (十 工 


= (mm 十 DT 人 (mm 十 2)rr2?， 
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练习 7.3.9| 上 题 当 小 圆 在 大 加 内 壁 滚动 (不 滑动 ), 小 圆 上 一 点 的 轨迹 称 为 内 控 线 . 
解答 . 如 图 ， 同 练习 7.3.8 知 CBPC = me， 0 OP+PC = (本 -co 


ee 一 m 一 1D9)) 
= 人 (mn 一 Dreose+rcosm 一 1)9, 人 mn 一 Drsing 一 rsin(n - 1)6), 故 所 求 


三 六 四 [mm -Dreose+reostm 一 16l.[(n- Drcosg-(m -Dreosm 一 D81d9 


设 院 = mm 为 正 整 数 (m > 2)， 求 内 摆 线 所 由 的 而 积 。 
sp,( 玉 一 T)sin 昌 ) + (r cos(2m 一 斧 二 


三 黎 -1)2rr2- (mm -1l)rra= tn -ln 一 2)mr2. 
求 线 积分 | 厅 dm + 二 全 du 在 下 列 了 种 出线 的 情况 下 的 信人 加 
lz 十 yl = 工 方 向 均 为 道 时 针 ，( 北 京 大 学 ) 0.， (2)， 对 充分 外 
本 一 do dy = 小 
解答 设 忆 = 局 ，Q - 二 了 语 , 则 Go - 本， 指 Green 公式 中 类 (万 求 dy )， 的 e> 0， 
求 = 站 Pdz+qdy- 襄 下 -ydz+edy- 豆 dzdy = 2 
2+W2=E2 2 2 二 2<e2 


zdz 二 cydy _ 0, 其 路 C 是 平面 上 任 一 简单 闭 巾 线 ，《 消 华 大 学 ) (2)， 


练习 7.3.11| 求 常数 <， 是 给 定 的 积分 恒 为 零 ， (1). 下 = 


局 


站 7 dz 一 瑟 dg = 0 (r = V 三 二 三 )， 其 中 C 是 上 半 平 面 任 一 光滑 闭 曲 线 ，( 北 京 大 学 ) 


解答 . 设 已 Q 在 区 域 内 具有 连续 偏 导数 , 则 对 刀 的 任 一 简单 闭 曲 线 工 ， 
Paz+edy=o= oo- 丁 =0 (za) e 万 - 


于 是 (1). 取 万 为 上 半 平 而 , 则 Qu - 媚 = 0 全 2 = 0swa- -1. 当 a = -1 时 , 对 平面 上 任 一 简单 闭 曲 线 工 , 车 其 不 包 全 有 
点 , 则 由 Green 公式 知 其 = 0; 若 其 包含 原点 , 则 也 有 Green 公式 知 
mdz+ady _ 工 5 由 0o-odzdy = 0. 
E 


原 式 = ie 
am2 十 23 E2 
2 十 92 一 <2 2 十 32<e2 
蕊 mr 
人 


因此 , ce = -1 (2). Qz 一 杞 = 一 


2 上 2 = ar 


计算 开口 红 自 上 的 曲线 积分 : (1). 工 网 诺 Ga adz- (aa+ 切 du 其 h A= (0,9j, B(a0) 
(前 大 学 ，(). 下 = | (azerr singjda+ (er easy 二 md 其 CT 为 从 点 Ch9) 到 点 (9) 的 半圆 y = VI= 殉 


(-1<z 和 1). (武汉 大 学 ) (3), 工 一 虑 (2 -singy)dz +msinaydy, 其 中 局 A 是 从 原点 O(0,0) 到 A(r,0) 的 弧 : zy = sin z，( 华 东 


师范 大 学 ) 
解答 。(1). 注意 a 的 符号 会 影响 瑟瑟 的 方向 . 由 Green 公式 ， 


人 


十 2 二 32 < 
>0 


到 acos9 ， 人 
= asgn(o) 上 ae 上 Y” sgn (a) 十 一 ， 
sn (oj 昌 2 64 2 


(2). 由 Green 公式 ， 
人 ee | 训 2 人 | 人 二 几 4 攻 0dz =- 0 (条 个 性 ) 


CT 
mP2 十 V2<1 
20 


(3). 由 Green 公式 ， 


5 人 [后 所 所 =- | -2ydndy+ 上 | -1as 


0O<y<sainm 
0D<m<m 
TT sin 交 
-za 厂 a| ya-r-- 开 
练习 7.3.13| 设 fo) 在 (一 oo, +eo) 内 有 连续 的 导 函 数 ， 求 | 壮 2 un 号 bytey) -ldy 3 RE A 人 as 外 


已 (1 3) 的 直线 身 ，( 北 京 航空 航天 大 学 ) 
解答 ， 直 接 计算 出 Qe = 孔 = 一 匹 十 了 (zy) + zy 了 (eg)， 而 由 Green 公式 知 


原 式 = | ， 和 ro- (总 ) ua- az- 到 


:3 一 虐 


ma 


阿 7a2d| 了 3.14| 设 2 为 zy 平面 上 具 有 
j 数 vlan = 0 试 证 : 工 ~ 凡 (器 二 区 请 边 界 的 有 界 闭 区域， 而 
连续 信 导 数 ， 知道 过 
界 还 有 一 阶 连 续 偏 导数 ，u 为 止 常人 


+ 认 
证 明 . am3 dedy < 0， (起 汉 大 ) 


党 有 je 
十 atyy)dzd 由 
夺 冯 
人 ee + 二 +uaoy uana 
?dedy- ar)a 
3)dndy 


一 Jr 十 (ua 
ay)y dzdy 一 由 +w)dmdy= 上 
-ada+auuady | +aa)dndy 
昌 


一 -ea 


练习 7.3.15| 证 明 im 站 ydz 一 ady 
| li 二 
呈 (z2 +zy 十 755 一 0.，( 西 南 师 院 ) 


证 明 . mm2 十 22 一 及 2 


ar 再 二 
sing. (一 尺 sing)- 忆 cosg.Rcosg 
o (R2 + Razecosbsin6)5 


de| 


udm_ may 
站 (z2 +zy 十 y2)2| 一 


2 
= de< 工 f_ 工 本 
in < 声 上 由 人 48- 更 ~ ( 忆 一 o). 


一 党 


了 括 习 7.3.16 | 证 明 积分 sos mm) ds = 0, 其 中 五 为 逐 | 前 给 方 
,ma) ds = 0, 其 中 工 为 逐 段 光 
汉 9 逐 段 光滑 的 封闭 曲线 ，! 为 任意 给 定 的 方向 , m 是 工 的 外 法 线 方向 - 
已 一 二 二 
下 es mm) ds 中 coseuna)as 人 二 辣 ) 


用 四 ln| 


= 和 :me= 和 costaaheosto) casoaaicostnoa 
吕 


一 人 os z] cos(mlym) + cos(la;y) cos(nalyy)]ds 


一 中 cos(la,m) da + cos(ma,a)( 一 qz) (| cos(nayz)ds = cos( 思 ) ds = dy 
本 cos(na,z)ds = cos[r 一 人世 zjds= 一 dz 


二 oaeu = 0. 
力 


练习 7.3.17| 计算 Gauss 积分 G(e, -ea 其 中 二 VE 下 加 二 5 为 向 是 r 的 长 度 ,此 向 量 是 连接 点 
工 
7 与 昌 线 上 M 点 处 外 法 线 ma 所 成 的 交角 


4(z, 引 和 封闭 光 洪 曲线 二 上 的 动 点 RM(e, 7 而 得 的 向 是 ， (rm) 为 向 拓 
cos ( 癌 ,E) cos(raE) + cos T)7 costmym) 
Sm 世 = -站 二 本 ds 
工 工 
7 7 (一 d 虹 一 四 一 切 此 
= 本 科 ” 大 ae 过-m2+O 一 切 
工 工 
风 工 不 包围 (m,y) 
| 一 和 em)2+(0-202=<2 一 2r， 荆 包 肝 (mr,2) 
注 记 ， 
练习 7.3.18 | 证 明 : 芳 ww,31) 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 则 
f au 
cds， 
Dm 


JJ 大 ， +( 吉 别 ) | 


82 2 
法 线 的 导 函 数 ，Au = 过 + 天 (延边 大 学 ， 西 安 电 子 科技 大 学 ) 


凤 
为 沿 开 的 外 
(za,2) ( 即 :在 也 站 到 过 工 上 满足 


起 中 光滑 曲线 瑟 包围 戎 有 有 界 区 域 叫 ， 于 

# 试 由 此 进而 证 明 : 在 万 工 上 的 调和 古 
B2u 862u 

Au 一 + 

) 音信 地 被 它 在 边界 亏 上 的 数值 所 确定 ， (华中 师范 大 学 ) 


证 明 。(1)， 


中 ec day + aaty( 一 dz) 


本 

中 尖 ds 一 中 oo cos(mm) + ay cos(n3)] ds 一 
训 

世 中 


| [(uua)z + (uty)v] dm dy 一 中 auna +auay) 二 ta2 二 a dm dg- 


人 商店 是 万 U 上 的 调和 前 数 ,wy 在 二 上 相同 . 三 则 在 Du 上 Auw=o0 在 研 上 ,由 一 0. 由 (1) 即 咎 


2 2 二 二 
Wpoa+igdzdy=0 一 wwc=0 auy=0 上 = 


ulz = 


这 表明 一 旦 调和 函数 w 在 工 上 的 值 确定 , 则 v 在 刀 上 的 值 也 完全 被 确定 


练习 7.3.19 | 证 明 平 而 上 的 Green 第 二 公式 由 
姜 


的 有 界 区 域 ，.2， 是 沿 过 外 法 线 方向 的 方向 导 数 ， 
并 由 此 证 时 若 w = aaa 为 调和 函数 ( 即 Au = 0) 则 


(Data 可 = 去 ve -mr 时 ) ds, 其 mr = VE-a5TOW7 是 (zy) 与 工 上 


Bm 


工 
动 点 ( 四) 的 距离 .(z,y) E 万 为 任意 内 点 . 
全 ve 区 ED 只 (mi 汪 为 | 心 在 D 内 的 加 周 Cr (半径 为 术 有 有: ut = 于 让 em as 
人 


证 明 . 


咱 Au Au 
三 竹 
姜 
至 由 [luss -wos)e 一 (uso+amyjv] amdy= Ce 二 而 两 ) am 十 他 一 二 本 
工 


5 而 这 [ev 一 wu.Auo)dzrdy = | [(wuzu)z - (uau)y - (uvz)a 一 (uvc)y] dr dy 
万 万 


一 cr 二 uauy) (一 cos(m;a)) 二 (ua 一 Mon] cos(m， zm)] ds 


(dz = cos( 思 mm)das = 一 cos(m,y) ds， dy = cos(t 加 2) ds = cos(mm)ds) 


= 人 Fatseostm 罗 Tcostma) + oseostm 要 +aeeostma]] ds 


ds. 


本 有 
= 下" 空 + 下 | ]。- 作 全 细 
到 由 
工 
(). 算出 A(Inr) = 0， (和 人) 关 (m, 细 . 在 万 e = 了 \Be,Be = {(oai 人 一 zj2 二 个 一 四 2 < ec] 
上 应 用 Green 第 二 公式 有 
Bu alnr alnr Bu al 了 
0= [> 全 -> |a=~ | -mr ds 一 | | Inr 吾 | d 
区 om Dm | em 8 浊 林 | 


令 < 一 0, 左 端 极 限 为 
Dlny 工 
一 lnyr 开 - 晤 -mr 环 de 二 中 do- 站 爱 二 
Ji 中 站 | 宇 号 E 丙 ds = 27ru(z,y)， 


E-0 E 


9 互 = 时 ee aBe 
其 中 最 后 一 步 的 理由 是 积分 中 值 定理 、 函 数 w(m,2) 的 连续 性 及 
Bu 
Ine | 斋 ds 


<me 2re em tech 一 0 (一 9. 


ds, 其 中 工 为 光 洪 的 封闭 曲线 , 盖 是 工 所 图 


可 2 


| ， 久 抢 


和 论 ， 
此 (2), 由 站 
alnr 就 
四 切 一 了 -有 -mr 吕 ) | 
UP， 2 现 ) ds 5 一 了 经 da 人 Blnr 革 
2 于 4 = 二 
ER 下 uds _ 虽 上 允 
2rr 山 2 eaem- 二 人 


二 7.3.20| 试 证 : 着 flun) 为 过 
人) 为 连续 冰 数 ， 且 C 为 逐 段 光 潜 的 过 闭 由 线 ， 则 入 oa pndm + Van) = 0 (湖南 大 学 ) 


2.492 


证 明 ， 设 王 (z,z) = 工矿 
让 了 (bdt 则 Eu = myf(ea +322)， 届 = (aa + 轨 ), 拓 Green 公式 ， 


人 
= 中 mae+mau- | Rs Pdndy -ao， 
如 姜 


78 2| 试 求 (@2 士 2zy + 5y2)dz + (z2 -2ay 十 妇 
| 师 723] ET TH 十 3) dy 的 碑 函 数 ， 


(z2 + 2cy 十 572) 芭 
, 设 书 = 了 _ mm2 一 2zy 二 22 
( 吕 十 2)3 和 1 全 ,du= 忆 dz+Qdy, 则 
志 二 | 下 而 | 全 1 二 六 
| 二 | 人 @@ 上 + az- 二 e+ 0 
到 (ze -22 相 
= 攻守 -oo- 人 状 way-ocsw-onve=nle+il- 瑟 和 + 


练习 7.3.22 | 设 7(z),g(y) 有 连续 的 俯 导 数 ，(1). 若 yf(ay) dm + mg(my) dy 为 恰当 微分 ， 试 来 了 一 9 (2)， 东 f(z) 有 原 函 煞 (za)， 
| 斌 于 yf(zy) dz + mg(zy)] dy 的 原 琢 数 ， 
解答 (1). 设 王 = 3y7(zy)， Q = zg(za), 则 
g(og)+ asg'(lzy) = Qe = 巴 = lay)+azaflay) 一 leg) 一 ge)+myf co) 一 9g'(zyj]=0 
一 4 一 0 (由 = 了 的 一 gb) 


-or -=-o=ta=c-u-S-7-o0- 革 


(2). 应 该 是 继续 用 (1) 的 条 件 . 此 时 ， 
af(zy)dz + amg(zy)dy = y7(zy) dz 十 开 | 了 (zy) 一 引 | dy = (zy)(ydz+zmdy) 一 本 3 岂 
= flzgdlog -Cadlinlyl) = dt) 一 Chinl 胃 . 


故 记 求 为 wzy) - Cln | 中 十 刀 . 


17 4 曲面 积分 Gauss 公式 及 Stokes 公式 
平面 上 方 的 抛物 而 = = 2 一 (2 十 32)，( 上 海 师范 大 学 ) 


| 计算 工 = || (zz +22) )d5, 其 中 号 是 zy 
[Er 
V pHEI 
(zc2 二 2) TCDPTEC3Edcty -上 72A1LT+T4r2 .2mr dr 慑 下 吕 生 和 (r2 = 可 


后 3t2 一 1 ，tdt (VE 五 = 蜂 
= 外 二 了 

元 『35 一 和 2 一 :| - 149r 
-了 [2 


1+a2+202 功 : < 一 2(z2 +332). 计算 Da 被 互 2 窟 下 部 分 的 曲面 面积 (华东 师范 大 学 ) 


已 加 生 3 -ce PH 全 
+282 一 一 
解答 由 了 JITBDETC da ‖ AL+4(c2 +492) dm dy 


1 二 (2z 
mm2 二 482 < 


上 


2 十 292<1 


网 ao 人 二 42 工 ,dr (e= "es8 y= jsng] 
VEFHaeye 了 


人 
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练习 7.4.3| 计算 工 = 外 .adS, 其 中 口 = {oz 一 c2iz+ 寺 3 为 平面 35 十 2 十 = 一 6 包 人 在 第 一 封 限 的 部 分 ,m 是 S 的 单 似 社 
瑟 


向 量 ，( 南 京 化 工学 院 ) 


2 25 
人 -sr 色 2 和 + + 中 


工 = 


ca 
osy&3-m 
3 9 一 四 
(2zy 一 2z2+6 一 2m 一 22) dz dy = 上 az[ (2zy 一 2z2 十 6 一 2 一 27) dy 
0 


Damcs 
DSSySS 一 中 


浊 35 
上 (9 + 6z 一 12m2 十 3a3) dm = 一 . 
门 了 


芝 司 了 dd 试 求 出 而 和 分 FO = | Yey 
加 2 十 2 十 z2 一 t 


(ea 本 = | aa +， 着 => V 瑟 十 多 。 (山东 大 学 ) 


0， 车 =<Waza+Wy2 


上 


z)d5 (-oo <t< 十 o) 之 值 , 其 中 


解答 , 
开 (t) = 「 (za2 +32) d5 = 由 (z2 十 TS dz dy 
人 人 
< 1 8--5v2I 4 
= 2xt| 72 -ydr = 一 一 一 一 Tt 
0 V 开 一 7 6 


2 - 2z 所 割 下 的 部 分 . (南京 化 工学 院 ) 


红 习 745] 计算 T= [eu+y=+zads, 基 0 S 是 hi 而 = 一 /二 于 克 被 曲面 c2 十 了 
号 


解答 , 了 
了 
5 -RE daay 
on 
=z+i2<2n 
2 cos 昌 
=- do 上 ”rrcos6- 人 


6) 有 连续 的 偏 导数 . 试 证 5 的 面积 


设 曲面 8 的 极 佣 标 方程 为 : > = r(d, 6) [ly,9) < Al r(d， 
襄 主 员 [= 素 (区 sin2 由 十 ( 史 ) asae 


并 由 此 计算 曲面 (z2 + 2 +z2)2 = 2a2zy (> 0) 的 面积. 
=r(g6)singcosg 
解答 , 由 题 意 , { 2 = (6)sin 由 sing ， (由 9) E 会 , 算出 


x= (4,6)cos 由 


瑟 = 邮 + 友 十 碍 =2+T 下 = ztbze 十 ye 十 zhz8 一 Td76， G=a3+ 妇 二 ==r2sin2 由 +78， 


EG_ 2 = (r2 十 r)sin2 由 十 73. 
据 书 第 972 页 即 知 5 一 几 梧 dbdg = ED 甫 二 人 dba6， 


对 曲面 (z2 + y2 本 = 2a2zy (au> 0) 水 襄 mr = V5asin dgVsingcos5, 而 该 曲面 的 面积 为 


5S= 由 \/E3 二 73]sin? 由 +r3rddg 一 人 az sin2 由 dbag 


0 中 Sm O< 中 < 
0<e< 瑟 ,rs<e< 喷 0<6< 吕 ,mr<e< 味 


二 aa 
= o | sin2 由 db 代 + oj| 三 宝 e 
0 0 克 2 


(CD。 证 明 : 半 和 长 分 别 为 a De 的 向 球 , 表面 积 8 可 以 表示 成 
5= 有 Vs 


其 中 积分 沿 单位 球面 S1 ; 加 十 友 二 6 一 1 的 外 例 进行， 
人 四 ), 利用 Cauchy 不 等 式 Doibi < 2 冯 证 明 5 > je + can2 + abC2) d5, 并 证 明 


不 等 式 右 赋 的 积分 值 为 各 (be + ca + ob， 


才 QT 
(3)， 已 知 本 球体 积 为 豆 opc, 2 天 本 条 于 的 肖 面 积 不 小 于 


同样 体积 光 
证 明 。 (1)， 机 球 的 方程 为 2 + 22 的 球 的 求 的 表面 积 ， 
az ”本 + 殷 -4 其 有 参数 方程 为 


RE asin 由 cos6 
2 一 bsinbsin8 


ER 9)sAstlteiosbsro<egs<s2nrl. 


刚 
症 = az 2 
由 十 3 币 十 z 纪 一 cos2 由 (aa cos2 0 二 b2 sin2 9) + ca sin2 由 ， 
刁 一 
dme 十 ybVye 二 zzg = (b2 一 a2)sin 由 cos 由 sin gcos6， 
G=m 轨 + 则 + 碚 = sinzblaasin2g+b2cos2 9)， 


2 2 
已 G 一 下 ”= (a2b2 cos2 由 十 b2c2 sin2 由 cos2 9 + caa2 sin2 由 sin2 8) sin2 中. 


国 a=b=e 时 ,已 G 一 F2 = (cos2 由 +sin2 由 cos26 + sin2 由 sin2 6)] sin2 由 = sin2 中， 


半 了 (6 mm GC)dS = 由 了 (sin 由 cos gsin 由 sin g,cos 由)sin 由 dde， 
避 人 


他 是 
人 由 8 Me cos2 由 十 52c2 sin2 由 cos2 6 + caa2 sin2 由 sin2 9) sin2 由 sin 四 dd8 
全 从 
-va Te07d5. 
号 1 
(2)， 


局 三 由 Mbzcz62 十 caa272 + a202C2)(62 十 02 十 62) dS 


> [ee + ean2 + ab62)d5 = be 由 td5 +ea 几 2du5+ab 二 d5 
妾 


Le 
S1 


3 


e 二 c++ 吊 || a5 = 皇 + 全 寻 
3 
3 


SS1 
择 和 Fa = 亚 bo - Ra. 由 (2)， 顶 球 的 表面 各 
人 )。 设 于 各 为 忆 的 球 的 体积 等 于 稍 球 的 休 积 abc 则 3 一 3 
(aba) 和 = 4m(FRa) 生 = 4mR2 = 球 的 表面 积 


和 (be+ca+ab>4r30e ca 一 4 钙 


竹 
计算 积分 : (0). 工 = || pdaS; (发 沙 铁 
wu 到 与 本 球 表 面 元 素 dS 相 切 的 平面 之 问 的 距离 , 试 计算 积分 : (1) 工 [人 
练习 7.4.8| 设 S 是 簿 球面 , P 表示 从 梢 球 中 心 到 与 顶 球 表面 元 [| 
政 = d5. 
[9 人 了 于 王 + 到 -= 1. 原点 到 该 切 平 面 上 的 


瑟 二 = 了 则 5 上 点 (yz) 处 的 切 平面 方程 为 一 三 二 现 


5 的 方程 为 二 二 十 狐 
人 1 一 加 ， 而 而 积 元 


人 二 
土 骂 人- 
aa 


2 到 区 dz d3/. 
二 到 
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因此 ， 
= 由 ds5=2 | 二 ， 史 9 


里 + 区 + 喇 =: 肢 + 器 <1 
2 1 一 ji 
< | 工 anay-ac 人 ao 人 abr dr (=arcos9， 41=brsing) 
5 。 5 
中 + 反 <1 本 
一 4rabc， 
3 
业 z2 3V2 ，z2 < 呈 + 革 + 所 drady 
Kx -| as-s 由 人 二 吉 十 十 贡 丁 
汪汪 
野 + 瓜 sl 咖 
2 ， 扣 2 _ 玉 
器 + 长 + 人 量 + 到 + 二 人 -一 - 癌 ) aa 
= 2c 由 a dzdy =- 2c | VE 
工 一 zz 一 工 一 2z 一 
肢 + 副 sa Y 全 一笑 鄙 + 人 如 <1 了 
22 ， 22 1 训 2 
十 定 - 
= 2abc 黎 寺 车 寺 要 攻 = 一 ? 由 (= au 1 一 bu) 
VIA 一 VE 
2+u2<1 
和 au2 1 2 
= 2abc dau dv 由 du dv 
攻 由 一 v3 do 本 3 一 4 
2 十 u2<1 2 十 u2 么 1 


EC3+ 击 吕 FE 
-= ape[ 主 ( 启 二 志 )2r + 世 2 -让 -和 2 攻 记 坪 ) 
计算 第 二 型 面积 分 【人 = + =?) dyd= 3 外 是 符 标 原点 为 中 心 的 单位 球面 的 外 侧 .( 武 汉 大 学 ) 
外 


解答 . 由 Gauss 公式 ， 
8 


号 工 
原 式 = 凡 人 2 +za)dndydaz= zy redndadas= 三 | r? .4rr2dr = 本 
0 


22 上 +W2 十 z2<1 


计算 第 二 型 曲面 积分 [rew 司 adydz+Eftleuadzdz+Uleah 林 二 本 ad, 其 中 er 
号 
画 数 ，5 为 平 而 = 一? 十 = = 工 在 第 四 秆 限 上 侧 ，( 淹 北大 当 ) 
解答 ， 的 单位 法 向 量 为 鱼 二 革 ， 而 


2 十 12 十 zx2 去 革 


z) 为 连续 


PE 训 人 je+aas 


站 
| (z+z) 1+12+1l2dcdz (=z+z 一 1) 


计算 第 二 型 血 面 积分 工 = || = ay dz+ 太 dzdz+ 2 dmdy， 其 中 马 为 球面 人 -az+@-b2+G- 中 -下 
的 外 侧 ，( 南 开 大 学 ) 是 
解答 . 由 Gauss 公式 ， 
了 工 一 由 (2 十 2 十 2z) dr dy dz 
马 内 部 
一 2 (@ 十 B 二 ec 十 全 十 了 十 卫 ) da du da (=a+u ay=b+uz= 也 十 9 


u2+u2+t2< 及 2 
4mRa3 8rRa 
3 3 


=2(e+b+9 册 dudvdw= 2(o+b+oc) (a 十 b 十 c). 


2 十 u2 十 山 2< 尺 2 


伍 到 
计算 如 下 内 而 积分 ， (0D. < 


| 庆 转 拢 物 而 二 一 2 一 zz? 一 22 所 围 记 
立体 在 第 一 地 和 分 的 外 全 (南京 大 
是 z= m2 十 32, az2 十 22 ~ 


) (2). K= [wa 本 
三 工 和 坐标 22zdzdy +mzzdydz +z2ydrdz, 其 中 互 
解答 由 Gauss 公交 “全 村 在 第 一 上 限 所 吸 成衣 外 0， 


尔 滨 工 业 大 学 ) 一 
工 = 员 十 = 十 z) da dy dz - 人 二 「 


严 2 二 y21 
is 


28z dz dy 十 
zz dy dz 十 2 dz dm, 其 中 S 是 圆柱 而 =2 +3a2 = 1 内 ,三 个 坐标 平面 及 


a 
+a+adndy+ 人 du 人 人 


3 相册 必 2 一 二 
四 D 


1 
= 人 de ae[ a 全 
o o of eese+rsing+ardr+ dz ao[ 人 
=- 人)+( 生 + 引 - 益 + 天 : 。 
3 8 采 冯 
人 2， 
下 运 人 as 
3 十 zzdydz 一 
mz da dz co 人 ads 0 


本 
=| zdz 中 人 -人 家 
了 2 :一 (1 一 本 
o 。 了 Gadz 到 


二 入 z2 十 y2<1 


| | 练习 7.4.13 | 计算 如 下 曲 而 积分 


o 坟 ( 符 + 党 + 答 答 ) as, 3th s 是 Ws 王 + 四 + 二 -工作 上 半 部 分 (z > 0)， 


和 1 是 5 的 外 法 线 方 向 余弦 - (南京 大 学 ) 
(2). 天 = J= zadydz+ag2zdadz+azgyzadada, 其 中 5 是 顶点 为 A(0,0,2)，B(0,1,0)， 


已 
C(0,1, 0)， 刀 (-1, 0,0), 至 (0, 一 1, 0) 的 棱锥 面 上 侧 〈 即 三 角形 和 4 瑟 C, ACID, AD 书 , 4A 吾 吾 的 上 侧 )，( 中 
山大 学 ) 
《3). 五 = 由 [ez 二 ) 一 5 二 dy dz 十 ve- 起 0 5] dz da 十 |*em- 膨 四 | dm dy 其 


中 台 是 球面 <2 + 2 + z2 = 25 的 内 侧 ，f, g, 闵 是 连续 可 微 函 数 .《 华 中 理工 大 学 ). 
=dzdy+aydzdz+zdydz, 其 中 马 为 圆柱 而 z2+22 = 被 *=0z=3 裁 


(4 =|| 


瑟 
的 部 分 外 侧 ， (北京 航空 航天 大 学 ). 


解答 . [ 
zx 
昌 zz dydz+ 卫 dzdz+ 二 dzdy 十 一 | 
工 | dy dz 十 本 册 岂 
骂 + 嫩 < 骤 + 如 < 


| 中 2zyz 十 2zyz 二 2zyzdzdydz-0 一 0 (对 称 性 ) ， 


二 


人 因 
生 ie 辣 <: 后 工 


22 了 
-- 几 - 动 下 00r 一 焉 00r 二 


工 人 72 .47rr2 dr 一 了 


_ 工 直 2 十 妇 十 z2) dmdyadz 
dmdydz - 下 007 坷 儿 


一 站 500r Jo 
wx-|j1 有 ,3 
冯 二 
有 国人 12) 一 3(r1 7) 一 6 


dzdydz 一 
=- 用 + mm2 十 42<1 


中 
试 计算 则 面积 分 了 = | 其 


学 
上 外 法 矢 与 正 ze 轴 的 夹 角 ， (华中 理工 大 学 ) 


工 
是 Re 中 有 失 困 和 1 关于 而 了 了 对 条 由 本 


解答 


二 外 这 | = 到 [Jr -aeee 丰 ee 光 2(o+ 盐 一 1， 


试 学 习 如 下 两 道 试题 , 写 山 两 道 新 试 大 ， 并 给 山 骨 答 ， 二 
(7 受到 则 区 域 2 由 由 面 > 一 La 二 oa 12 与 平面 = 一 0 图 成 , 其 小 为 正 的 常数 ， 记 史 炎 而 

前 外 例 为 5; 92 的 体积 为 V， 求 证 : 
V= 则 zzyzadyrdz 一 my2z: 


adzda +z(1+myz) dm dy 


a 为 四 次 齐 次 函数 利川 齐 次 
位 于 原点 的 单位 


4 + asza + 3aam232 十 3asy2z2 十 3aez2m: 
3 3 


(3),， 设 责 二 alz4 寸 a24 
2 互 - 4H， 计算 曲面 积分 悍 aewaas， 5 是 中 心 


更 末 日 
函数 特征 性 质 = 十 YE +z= 


球 .( 西 安治 金 建 筑 学 院 ) 
解答 , (1), 由 Gauss 公式 及 对 称 性 知 


右 端 = 2zyz2 一 2myz2 + ( 工 + 2mV2 
由 

式 及 单位 球 而 上 点 (zz, yz) 处 的 单位 法 向 量 为 于 = {m2， z}， 

利 配 由 = Edzdz+Hzdzda 
局 


3) dz dy dz = 中 do dydz 一 V. 
认 


(2). 由 Gauss 公 


原 式 = 了 昌 =m rr 一 


三 
工 
一 册 se + Hu 十 再 z=dzdydz= 
2 十 2 十 z2< 工 


六 6(2al + ad + ae)zz + 6(2aa 十 oa4 十 a5)32 2 dz dy dz 


十 6(2as 十 a5 十 ae)z 


了 2 二 2 十 z2<1 
二 二 全 和 人 由 aa 12 zadzdydz 


2+Wy2 二 =2<1 


2009 在 了 +S 上 有 直到 二 阶 连 续 偏 导数 记 


练习 7.4.16| 设立 为 光滑 曲面 S 所 围 的 有 界 区 域 ， 
B2u 2u ，82u 


Au 5 


兄 表示 S 外 法 线 方向 ， 试 证 : 
puao auam 经 有 垃 
[evacaoe 冯 -用 ( 芝 翅 于 合击 时 兰 2) dmady dz 十 人 冯 d5. 
人 号 
(Au =0 于 六 内 )， 则 被 它 在 边界 号 上 的 值 唯一 确定 . 


并 由 此 证 明 , 若 习 是 立 内 为 调和 函数 
则 由 Guass 公式 ， 


证 明 。 (1). 设 杰 = {cos oa cosB, cos7j， 


由 过 d5 一 | mu(an cos C 十 UL cos 月 十 uzcosT) ds 一 | uaun dydz 十 UtaGz dr 十 Duz doc dy 
辣 S 


9 
6 
百 


一 co + (uaty)y 十 (ouz)z dz dy dz = 付 mu 人 uaa 十 uay 十 让 zz) 十 imua 十 VVY 十 人 LzUz da dy dz. 
V 让 


()， 和 让 5 上 看 是 测 和 丽 数 ,在 5 上 洗 = 坟 令 也 一“ 一 几 风 在 V+S Two 在 5 上 9 由 CD 即 知 


Wiv(w2+a2+u2)dmndydz=0 二 tn 二 0 ay 三 0， az =0 
一 山 三 0 一 忆 三 岂 
ls =0 


这 表明 一 旦 调和 函数 习 在 3 上 的 值 确定 , 则 业 在 V 上 的 值 也 完全 被 确定 - 


证 明 空 间 第 二 Green 公式 : 吕 dzdy dz = 人 
W 号 


曲面 5 的 外 法 线 向 量 , 函数 必 一 utz) 功 可 ,mu = u(a)yz) 为 V + S 上 可 微分 两 次 的 函数 ， 
进而 证 明 , 车 u = utzzn z) 为 Y 内 之 调和 函数 , 则 : (1 


_ 工 cos(r， 工 如 
ma = 员 | 笠 :全 d5， 
S 7 0O7L 


av 


哮 强 
部 本 ls 式 中 为 昌 面 S 所 轩 的 区 域 二 


Au Anv 
也 也 剖 


T2 


其 中 -= VE- GT 二 加 下 区 下， 人, 风采 和 Y 为 内 点 , 症 为 3 在 (mh 5) 点 的 外 法 线 单位 向 量 


1 


的, (zs)EV 及 六 内 以 (ea 村 测 才 五 为 半径 的 任意 球面 5, 有 


= 5 由 era as 


证 明 。 由 练习 7.4.16 知 


邮 dmdydz= ~ 由 tu + uay +atsusdadyds 二 入 过 s 
骨 uAudzdydz = 一 小 - +uty + uatusdmdydz 十 [. 到 d5， 


Bu 
相 减 有 用 "er-vevaedvaz = 朴 4 d5， 这 就 是 Green 第 二 公式 设 u 是 V 上 的 调和 冰 数 ，(D。 接 算出 
TY 全 


人 0 (各 太 6) 关 (2 吉 在 几 = VANBe(myz) 上 应 用 Green 第 二 公式 得 


0= 尖 ~-v :as= | 二 一 - | RN ud5， 
于 5 
S+aBztaiyiz) 上 1 言 - 放 机 厅 半 有 
民工 _ 工 1 (ES-z 0- -> 1 
在 3 , -六 = -eradzn= 吉 人 ( 人 ) "= 3 3 cos(rym)， 而 
工 
央 汪 + 二 [ 工 日 工 5 
7 em 久 一 0 十 men gm 
号 Befmiyz) 
攻 人 ss- oo 
一 丽 
Beiea) aBeiaa 


E 一 0+ 


三 沽 eraant 由 oo 一 和信 本。 
E V E2 
Be(m'yiz) 


(2). 由 (1) 及 Gauss 公式 ， 


eva- 喜 由 [ea 人 ] os- 志 | 全 二 e+ 到 由 全 o| 


台 d5 = (uzcosa +auuycos 月 +azcos7)dS 
Ja + 妹 玖 元 儿 0 =uedadz+aydzdz+auzdazdy 
号 W 


工 
=- 去 几 "as 
三 


| 练习 7.4.18| 设 5 是 光滑 或 分 片 光滑 的 封闭 曲面 , P, Q, 已 在 3 包 国 的 区 域 W 内 《直到 边界 ) 连续 , 有 连续 的 偏 导数 , 证 明 


coscx _ cos 有 cosT 
也 二 ds = 0， 


让 机 


S | 三 Q 羽 


,， 其 中 cos ay cos B, cos7T 为 的 法 线 向 量 的 方向 余 约 . 
证 明 . 
左 端 = Ji _Q@Jcosa+(P- -Re)cos6+(Qe 一 杞 )cos7]dS 


国 | _G@aJ)dydz+(Pe 一 Re)dzdz+(Qe 一 机)dzdy 


昌 Ja _ags)+(Psy -Roy)+(Qas- Poz)dzdydz= 由 0dzdydz= 0， 


练习 7.4.19] 试 计算 积分 工 一 cc aa -ad 多 -加 dz 其 中 于 是 人 Au09 经 Be0 到 Co 本 


五 十 
4(a 0, 0) 的 三 角形 . 
解答 ， 由 Stokes 公式 ， 


dzydz dzdz da dy -aaacs aeanracm -2 用 we (轮换 对 称 ) 


一 吧 2+ 
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2+z2 = 和 与 z2+22 = 2z 


中 面 2 十 革 
[练习 7.4.20] 计算 积分 工 站 人 称 息 人 四 过 


卫 十 sy 
的 交 线 = > 0 的 部 分 ， 积分 方向 从 原点 进入 第 一 封 限 ， (清华 大 学 ) 
解答 . 由 Stokes 公式 ， 


dydz dzdz dzdy 有 
有 --[f@o-aanasrer-aaeare 切 dydz 
忒 -| 匠 西 1 
S| +aa oa+z2 四 + 一 2 
, 工 
2z}， 向 单位 法 癌 量 为 公 =32 对 ) 


--[fe-ae-a+c-ea+e- 2zd5 (am 琶 为 {2m 一 和 2 


总 
芭 -外 -ds= -人 有 | 属 


计划 和 分工 = 下 yda+ dy 十 dz 其 | 为 加 由 二 


+ 
为 逆 时 针 方向 、 
解答 . 由 Stokes 公式 ， 


=,2dody = 一 4r， 
工 


a -azja>oz+y+z== 一 0 从 = 轴 +oo 处 看 


dydz dzdmr dmdy 和 
z-| 疡 高 癌 [favac+ aeant aemy-- 目 坑 有 
总 1 也 全 号 


志 -5 由 ds -= -VSra2. 
避 


练习 7.4.22] 设 二 是 平面 zcosa+yecosB+zcosY 一 p 一 0 上 的 逐 段 光滑 的 封闭 曲线 ， 世 所 围 的 面积 为 S，(cos ov cos Beos 们 
是 下 而 法 绠 的 方向 余弦 ，Z+ 与 法 线 成 右手 关系 。 试 计算 积分 


1 


开 十 


dr dy dz 
cosaw cosB cos7T 


全 区 也 


解答 . 由 Stokes 公式 ， 
三 下 cos@ -yeosmae+Geos7 一 cos 昌 + 人们 和 


dy dz dz dm dz dy 
日 a 日 
到 


二 王 5 


S | zcos 有 日 一 WgcosT7 了 cosTY 一 荆 cosC cosa 一 zcos 有 


-3 JJcseayac reospdzae+eosyandy-3 朋 ceeieoseteos 有 Beos8+eosy' cond5 
SS 


全 
一 2 ds = 2S. 
】 
设 工 为 空间 某 封 闭 光滑 曲线 ，P, Q, 忆 为 空间 的 具有 一 阶 连续 信 导 数 的 函数 证明: 
已 dz+Qdy+ 忆 dz| < 2 ( 爱 as@ 人 (8P _ sa 
上 3 直 ) + 下- 器 ) +( 呈 -器 ) 


其 中 5 表示 二 上 展 布 的 (以 工 为 边界 的 ) 某 曲 面 , 同时 也 用 它 表 示 曲 面 的 面积 . 
解答 ， 由 Stokes 公式 ， 


| 己 dz+Qdy+ 刁 dz 
汗 


j 一 Qz)cosa+ (P- -Re)cosB+(Q。- 已)ecosyas 
么 (Pr 一 Qz)2+(Pe 一 
加 -VD 


和 messVCG 一 Qa)2 + (PP - Ra)a+(Qe 一 忆 7.S. 


=|| -Qz)d 总 
1 了 -Qz)dydz+(P- -Re)dazdz+(Ge -Po)anay 


可 7424] 试 证 Pdz+Qdy+Rdz- | VE5TG5TR 
而 到 双 水 攻 上 妆 十 人 二 再 cosgde, 其 中 8 改 示 工 + 的 切线 与 方向 (P, Q, 局 的 炎 朋 


证 阴 - 
中 Fan+9oy+Rae 人 本 训 。 
六 VE da= 人 v 丙 + GT 现 cosgda. 


|[ 国 7425| 这 vv- 在 R8 中 清 足 波动 方程 
大 区 5 忌 = aa 2 在 及 3 中 满足 波动 方程 u。 = aa 二 Mi 试 证 : (1)、 对 也 Ra 中 任何 逐 片 兆 洛 的 寺 闭 曲 而 ,有 


上 
了 = 和-2u' ty 二 2 法 
和 2usuedydz 一 2ucuydzdm+(u2+u2+au2)dndy = 0， 


避 
司 . 基 在 mg 平 而 上 恒 有 翌 = 0 性 = 0 则 : 当 S = S1 (ma 平面 上 任 一 对 闭 区 虑 
二 ) 时 , 工 = 0; 当 5 = 52 (平行 于 
区 域 , 法 线 刺 上 ) 时 ，T > 0; 当 5S = 58 (法 线 与 = 轴 正 向 成 45” 加 的 锥 而 ) 时 ，T > 0， 间 由 此 证 明 ; Re 中 和 0 
人 YY Ai 


= 0. 
(3). 若 户 9 在 Rs 中 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 满 足 - 上 述 不 民 方 程 , 在 my 平 而 上 了 = 
1 由 了 = 9 ( 映 动 方 的 如 叭 -)， 了 = 9 天 = 鸣 , 则 在 
证 明 。 (1)。 由 Gauss 公式 ， 
天 = 几 一 2(wzata)e -2(uzauy)y + (2 十 十 au2)=dodydz 


由 2uzaala 一 2ucatnz 一 2atzytuy 一 2tuzuyy 十 2natmatoz 十 2ayUUyz 十 2Uztzz dz dydz 


一 册 一 2uz=(aien 十 aiyuy 十 凡 ==)dzdydz 一 


后 当 8- 呈 有 =-0 de 一 0 前 两 项 积分 -ou = 0 一 im = oz 一 0 一 此后- 顶 机 分 = 0 下 此 
T -0 当 5- sa 时 ，dz= 0， 下 十 证 aa)ds > 0 当 8 = 8 叶 ， 锥 面 的 单位 法 向 性 为 人 eeweesp, 二 ， 而 


cos2 ac + cos2 有 = 于 
车 | _2ucua cosa 一 2uzuy cos 有 + ( 呈 二 吗 +a)- 启 95 


全 


由 一 2ue ,tuzV3cosa 一 2uv usVEcosB 二 2 二 十 42[(V3cos oa)? 十 (VEcosB)2] d5 


- 吉 Jr 一 uzVZcosa)2 +(uy 一 uzVZcos 有 )2 dS > 0， 


现任 取 一 zy 平面 上 的 圆 盘 刀 (disk)， 并 以 其 圆周 作为 准 线 ,作法 线 与 = 轴 成 45。 角 的 锥 而 C (cone). 平面 >=c>0 和 截 锥 成 刀 c, 考虑 
锥 而 在 = = 0, z = c 之 问 的 部 分 Ce， 并 加 上 , De. 据 已 证 有 


ee 


Ce+D+DDc 
E 卫 -). 


ah] E 及 3，z > 0. 再 注意 到 = 一 z = 一 
在 及 3 上 是 常数 , 由 直 =ov = 0 知 5 


二 + 二 一 0( 人 (2 


0 人 后 方程 不 变 , 而 前 面 已 证 结论 可 以 


由 圆 盘 刀 和 c > 
类 似 地 推 得 ua = us = uc = 0，(m,2iz) RE = 和 0 如 此 ， 
(3). 0 则 在 my 平面 上 wu = 0, uz = 0， 据 (2) 即 知 习 =0 一 了 = 9- 
7.5 场 论 
练习 7.5.1| 试 证 本 节 场 论 公式 10)，14)，19)，20)，21)， 23) 
证 明 .我们 记 za = z; z2 一 妨 Z3 一 儿 A = (41,42;4a), 则 10) div (aa) = wdivA+BFadu 人 
3 3 
div(uA) = 》 (wu4i)at 一 (uns4i +uhiai) 一 gradu ,4A+udivA， 
1 斌 


14). rot (u4) = arot 六 十 Bradx 4: 
DA2 


Got ua))a = aa(u4a) 一 Ba(w42) 一 Du +abz4s 一 Dauw4a 一 


ha 一 88A2) = (grad 公 X A)i+ (urot A)1 


= (aauhs -Bau4a) + 
19), div (gradz) = Au div (grada) = div (uaay uaayatea) 一 wmam 2 二 
20). rot (gradt) = 0: (rot (grada)i = (rot (uaiyatnayutna))ji 一 nan2 一 Vieooa 一 “ 
21). div (rot 4) = 0: 
各 刚直 div (hacs 一 Asicazy Alns 一 4sicl,Aa2inl 一 Alioz) 
一 Aueans = 0. 


_ ha ssel - haieam 十 hlimsaz 一 .haicaaz 十 A2vmlms 


23). rotrot 4 = graddiv4 一 全 4: 
(rot rot A)a = (rot (4aina 一 Asaimay Atlas 一 Asaiaa, 4aiml 


一 Ataa))1 


= (haica 一 haiaajea 一 (4li=s 一 Asaiaizjma 
= hz,iaaea 一 Aliaama 一 Alvmsims 十 Aainioa 
_ (husuay + haiaaea + havates - (havmaa + Atmaea Areaea) 
= (ha + haiea + Aama)jox 一 人 4 

= (divA)ok - Ah41 = (grad div A)i 一 (A4)1' 


练习 7.5.2] 设 4 已 是 常 向 贡 试 求 互 ， 台 (4.v3、 
解答 ， 没 喻 好 的 方法 ， 只 和 有 硬 算 得 到 结果 
-有 (22 ae 十 34amz _ 分 ) 4 Ba 
三 


34ay2 + 34amy 十 34ayz 一 乞 ) 
人 T5 Y8 


34az2 +34lcz 十 3423yz= 入 ) 


十 已 as 人 7 了 


3 引 

汪 
一 AiBjmiaji -而 > AiBi (ma 一 mm 一 hr 一 2) - 
Er 误 


设立 (fr) 0 求 了 
青 桔 
四 3 1 ， 
ov donv .dtrjanftjaayftnaal= dtrnaaee = 之 [ro 主 ,ma+7 Or 
让 = 工 tm 
C 


一 0= jlr)ra+3r2f(r) = [rasf(r 必 一 rafr)=-CmT) 而 


最 忆 -_wg 为 册 和 Ah = 电 试 匡 (DEC+(CnB -0 了 人 2 
全 YXBC+(CnB=2CxB (YYxIbB+(C nc 


证 明 . 
weHten 同 -we+ 凤 :Gywiten 司 =-vgG+YC + 人 


-wpe+ce.B+(ny:Cv=-ve GCC DA 和 一 0 
woB+Crcl=-ve:B+ov:B+YCD CTC DY 
__B.B+bw:Cw 央 +C.C=-B:B-eeb+C CC 一 Bi 
wxlpc+(G:njB=-veoxC+gxc+vCnDxBrC nx 
__BxC+CxB+Crix(rvH=2CxBi 
wxlpB+(C.rcl-vexB+oyxB+vCnDxcrCnYxS 
-_BxB+ovx(-vi+CxC=0 


练习 7.5.5| 立 在 gradv 的 方向 导数 , 何 时 为 零 ? 


Sradv RU 二 二 ES 一 
解答 . 1 【= gradL 让 gradmu 一 0. 
汪 
练习 7.5.6| 一 , 设 芭 一 1 ， 
练习 7.5.6| 求 lgradu| = 1 的 轨迹 , 设 v- In TOTO DTC 9 
解答 . 
了 一 Q 3 一 之 一 
du = 一 3 
人 { 感 本 ET 站 
工 


关 丽 和 
lgrado (zz 一 a)2 二 (一 中 ?十 (z 一 cj2 
于 是 |gradzu| 一 1 e |gradal? = 1 人 (za2z+ 人 一 b2+(z 一 62 一 1 


遇 已 @, 忆 是 (eg z] 有 和 过 续 信 导 数 的 函数 ， 已 = Pi 十 Qj + RR， 试用 两 种 方法 , 将 rot 忆 = 0 写成 柱 面 坐标 的 形式 
攻 葡 . 竹 耐 坐标 与 直角 坐标 的 换算 如 下 ， 


2 
T = Vz2 十 22， 8 二 aa 2 一 Zim 一 mcos9 2 =7singz=2 
cos6 一 sing 0 cos6 sin 
(er eeyez) = (全 户 同 sin6 cosg 0 | 人 7R) = (ereeez)| -sing cosg 0 |; 
0 0 融 0 0 

衣 和 i 
亏 = cos0 瑟 +sin6 贡 疡 =eos 蕊 一 sine 高 
a _ 本 和 昌 9 
忆 = 一 msing 雹 十 rcosb 交 j a -= sin 十 cose 
五 二 了 2 有 二 了 2 


3 洽 18! 此 


Fe PIT QI+ BR = 醒 er 十 本 ee + Ren 则 


PE+GQ7+RR= 下 (cosei+sin6gj + 本 (一 sin 6i + cos 97) 十 机 
一 一 下 cos8 一 本 sing  Q= 丽 sine+ 本 cosb, 忆 =- 玉 
千 是 
大 
如 
也 


en = |= (Ru -Qz)i+(Pe 一 Raoij+(Qa -Pr)k 


中 中 
elvw 
居 


加 sin Fr 十 sse Fe,e 一 rzsing 一 Fe,zcose 
一 全力 提 ) Frizcos6 一 Fbc=sing 一 cosgFcr 二 sameFee 
日 aine 晶 1 人 
(cose 癌 - 骂 2 高 ) (msine+ 本 cosg) 一 (sine 癌 + 品 2 而 ) (已 cosg - Psing 


sin 8(Feir 一 ,=) 二 sqs8(F-,e 一 Fiz) 
一 人 记 癌 | 一 cose(Feir 一 丽 ,=) + sm8( 有 ,ee 一 rFo-) 


cosg sing 0 sin g(Fzr 一 下 ,=) + ss8(F,e 一 rFe,z) 
= (er,eeyez)| -sing cosg 0 一 cos8(Fzin 一 朴 ,z) 二 28(Fe,e 一 "Fe,z) 


0 0 1 工 瑟 =Fre | 丁 
7 o 
已 .etrFe)e 
的 1 有 ,ee 一 (FE)>= 1 | er ree er= 
= (er,ee,ez)| 及 = 一 了 Er |= Ferreeez)| 玉 =-w | = 二 高 半 
FEB)。 也 ， T 
Cr -全 2 (rFe)v -Be 本 7E6 下 


练习 7.5.8| 设 8 是 以 曲线 开 为 边界 的 光滑 曲面 , m 为 S+ 的 法 线 单位 向 量 , m 与 工 + 成 右手 系 , uiu 为 二 有 连续 偏 导 数 的 函 教 , 试 证 : 


了 = jernav x gradujmdS. 
了 SS 


证 明 . 
dydz dzdm dmdy 
av= vonane+uovdy+wosaz- 骨 总 襄 总 
世 工 十 号 


LU ty QUz 


过 Joe fuogjsdydz+(uoajs-(unsjedzdz+(uoyje 一 (uvajydmady 
他 

芭 人 or usajayas+(usae -uauc)dzdz+tusu 一 auvajdzdy 
与 


一 Jo 一 zzuy) cos a 二 (uzvz 一 aauz) cos 且 + (uanauy 一 ayua)cos7TdS 一 eeav x gradv)m d5. 
号 
S 


练习 7.5.9| 证 明 : 4 = (z2 一 yz)i 二 (y2 一 zz 亲 十 (z2 -- zz)R 是 有 势 场 ， 并 求 其 势 - ， 
主 表 。， 下 接 算出 V x A = 0, 而 4 是 有 势 场 ， 设 的 是 一 个 势 函 数 , 则 4m 一 aa ya, 利 二 2 一 zmge =z2 一 zy， 


3 
二 殖 一 cgyz 十 下 (2 z) 一 好 一 z= 和 一 -zz 十 有 ( 凡 要 一 轴 ( 虽 = 只 一 az] 一 抱 二 9 


到 罗 一 几 = -ay 二 gf( 一 g 榴 一 闪 一 gz 人 
一 有 = 可 一 zz 十 本 二 9 一 一 zy = 多 一 富 
人 
二 ， 一 2 十 b， 与 
练习 7.5.10 设 = 区 一 2 了 十 zk 是 有 关 声 求 o 5 环 的 势 
2zl 二 他 于 下 o = Lp 0 设 王 的 为 力 风 
解答 ， 由 瑞 是 有 势 场 知 0 = 了 x 一 0,0， (2 十 公 )2 
纪 十 3 _ 二 2 十 站 = 
知 = 而 二 好， 和 = 死 二 五 : 9 尖 


和 2 亿 ) 
每 也 dz 二 工 in(la2 十 2) arctan 一 十 了 9 和 
-各 = | 和 eu-| 采 六 + 二 + 现 2 负 


-+ -和 -= 雪人 汪 一 有 人 @ 本 -0 了 


证 2Z2 十 g 


2 
基 

加 二 疝 /一 g(z= 本 +C 
和 于 in(z2 二 ) 二 aretan 可 9 9 一 9 2 


人 了 
工 2 市 
二 4= 了 nlo + 十 are 3 
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证 明 : 着 4, 互 是 无 放声 , 则 人 x 妃 琵 管 量 场 - 


二 症 是 意 , rot A ~ rot B = 0. 据 书 第 1023 页 公式 17) 知 div (4 x 局 一 有 人 人 已 = 0. 故 Ax 已 是 管 基 扬 


遇 y 是 以 光 清 二 面 5 为 边界 的 有 愉 半 区 域 ,m 表示 曲面 S 的 外 法 线 ， 一 (, my 6) 。 TY， QQ 一 ( 字 了 本 为 积分 的 上 
了 为 互 瑟 吕 赋 离 : "= VE 二 5 二 国人 二 区 一 试 证 


ca 用 va 学 | -Jon 尝 几 reoo 学 
了 S t 


其 中 p(Q) = plz,y 2) 为 具有 连续 偏 导数 的 函数 . 
证 了 明 . 
机 -人 -35sxoer-- 用 二 now 
-Cg)- 汪 va- 全 用 学 


矶 十 ao) 写 - 国 | 2C) cospds+ 吕 吉 了 nlo) 宇 ， 
区 Ja 有 | ) cosras+ 用 po) 2 


注意 到 m = (cos au cos B, cos7), 而 有 二 从， 


同 理 , 我 们 有 


